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Introduccién

El nacimiento de la teoria de esquemas a finales de la década de los 50
marca el inicio de la Geometria Algebraica moderna. Los esquemas sur-
gen como una generalizacién natural de las variedades al permitir que el
haz estructural posea elementos nilpotentes. Asi, un esquema nos dara in-
formacién de un entorno infinitesimal de una subvariedad en la variedad
ambiente. En un nivel superior de abstraccién se sitiian los esquemas for-
males. Coloquialmente, un esquema formal conlleva la informacién de todos
los entornos infinitesimales de una subvariedad en la variedad ambiente.

Los origenes de los esquemas formales se remontan al afio 1951, cuando
en “Theory and applications of holomorphic functions on algebraic varieties
over arbitrary ground fields” [Z] Zariski utiliza la teoria de funciones holo-
morfas (en su terminologia) para la prueba del Teorema de conexién. Estas
son el analogo de las funciones holomorfas en un entorno de una subvariedad
analitica. Grothendieck extiende esta teoria y define los esquemas formales,
que permiten estudiar simultaneamente todos los encajes de un cerrado en un
esquema. La geometria formal se presenta como un marco adecuado para re-
solver ciertas cuestiones relativas a esquemas. En la exposicion del afio 1959
en el Seminario Bourbaki, “Géométrie formelle et géométrie algébrique” [G],
Grothendieck realiza un estudio analogo al hecho por Serre sobre la com-
paracién entre la geometria algebraica y la geometria analitica (GAGA).
Uno de los resultados importantes de la exposiciéon de Grothendieck es el
teorema de comparacién entre la cohomologia algebraica y la cohomologia
formal para morfismos propios de esquemas formales. Como consecuencia
se obtiene el teorema de las funciones formales, que a su vez proporciona
una factorizacién de Stein para un morfismo propio de esquemas y, por
lo tanto, se tiene una generalizacién del teorema de conexién de Zariski.
Entre las consecuencias del Teorema de comparacién se pueden citar una
demostracién cohomoldgica del Teorema principal de Zariski y los teoremas
de Lefschetz para el grupo de Picard y el grupo fundamental (c¢f. [SGA 2]).
Otro de los problemas que Grothendieck senala es la algebrizacién de esque-
mas formales. El problema podemos enunciarlo brevemente de la siguiente
forma, jcudndo un morfismo de esquema formales X — ) es la complecién

de un morfismo de esquemas X Lyvalo largo de subesquemas cerrados
Y'CYy X = fY') C X? Bajo ciertas hipétesis, en [G] se resuelve el
problema para X un 2)-esquema formal propio.
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Usando geometria formal, Deligne, en sus exposiciones en Harvard del
ano 1969, e independientemente Hartshorne en [H2], definen la cohomologia
de De Rham para un subesquema cerrado X de un esquema liso P sobre
un cuerpo de caracteristica 0 como la hipercohomologia de la compleciéon
formal Q};. del complejo de De Rham de P a lo largo de X.

A pesar del notable papel jugado por los esquemas formales en el desa-
rrollo de la geometra algebraica, su estudio se redujo considerablemente en
las décadas de los 70 y los 80 del siglo pasado pese a notables excepciones
como los trabajos de Artin, Hartshorne, Hironaka, Faltings y otros.

Recientemente ha resurgido el interés por los esquemas formales. Por
una parte, Raynaud, con la ayuda de Bosch y Liitkebohmert han desarrolla-
do una teoria algebraica de espacios analiticos rigidos empleando como base
la categoria de esquemas formales. Por otra parte Strickland ha senalado
la importancia de los esquemas formales en el contexto de la homotopia
estable.

Frente a esta amplitud de aplicaciones y conexiones con otras ramas de la
matematica, la teoria general de los esquemas formales ha sido escasamente
explorada. En particular, muchos de los trabajos, incluidos los Elementos
de Geometria Algebraica, imponen la hipdtesis adica sobre los morfismos
de esquemas formales. En este caso, la base es un esquema formal pero
las fibras son esquemas algebraicos (usuales) sobre un cuerpo, de modo que
estamos en un contexto de “esquemas relativos”. Sin embargo el morfismo
Spf(A[[X]]) — Spf(A) no pertenece a esta clase de ejemplos. La naturali-
dad de este ejemplo hace necesario estudiar morfismos de esquemas formales
con condiciones de finitud que no incluyan la hipétesis adica. Un ejemplo
significativo de esta situacion es el esquema formal P/x que se emplea para
calcular la cohomologia de De Rham cuando X es singular. También en
el contexto de la teoria de residuos surgen morfismos de esquemas formales
que no son adicos. El caso mas simple es el de una variedad sobre un cuerpo
perfecto. El residuo en este contexto se calcula sobre un punto cerrado y
requiere apelar a la complecién del anillo local correspondiente al punto.
Desde un punto de vista geométrico esto supone completar la variedad en
el cerrado dado por el punto y esto proporciona un esquema formal que
no es adico sobre el cuerpo base pero que si verifica la condicién de ser un
cociente de un anillo de series formales. Este tipo de consideraciones asi
como la férmula del residuo relativo (clave en el cdlculo de residuos multidi-
mensionales) nos llevan a considerar la situacién siguiente: un morfismo de

esquemas formales X/ y EX Y,y obtenido completando un morfismo X Ly
de tipo finito de esquemas noetherianos, respecto a dos subesquemas cerra-
dos Y CY y X' € X de modo que f(X’) C Y'. El morfismo f es de pseudo
tipo finito, pero sélo serd adico cuando X’ es precisamente f~(Y”), un caso
interesante, aunque como hemos visto, insuficiente para las aplicaciones.
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En este contexto Alonso, Jeremias y Lipman han desarrollado una teoria
de dualidad para morfismos pseudo propios de esquemas formales noethe-
rianos, que generaliza la dualidad clasica de Grothendieck. El enfoque de
estos autores es funtorial empleando técnicas de teoremas de representabili-
dad lo que evita los cédlculos complicados del enfoque cldsico. Sin embargo,
a la hora de las descripciones explicitas seria 1til una caracterizacion de los
morfismos lisos en términos de una nocién adecuada de diferenciales.

En [Y] Yekutieli construye explicitamente el complejo residual de Gro-
thendieck para un esquema de tipo finito sobre un esquema regular. En su
construccién usa un determinado tipo de morfismos de esquemas formales
lisos y la dualidad de Grothendieck para esquemas formales.

La construccién de Yekutieli es un caso particular del estudio reciente
realizado por Lipman, Nayak y Sastry en [LNS]. En ese trabajo se da
una construccién candnica y pseudofuntorial de los complejos de Cousin en
esquemas formales.

Como consecuencia de lo anterior se hace necesario un estudio de la
condicién de lisitud para morfismos no necesariamente adicos de esque-
mas formales que incluyan los ejemplos que proceden de la teoria de De
Rham y de la teorfa de residuos. En esta memoria abordamos de forma sis-
tematica este estudio. Tratamos primero las condiciones de levantamiento
(formalmente liso, formalmente no ramificado, formalmente étale) en el con-
texto de esquemas formales e introducimos las nociones de morfismo liso,
no ramificado y étale si el morfismo es ademads de pseudo tipo finito. Esta
condicién permite la caracterizaciéon de las condiciones infinitesimales en
términos diferenciales incluyendo las versiones usuales de los criterios jaco-
bianos, y hace posible el desarrollo de una teoria de la deformacién formal
para morfismos lisos de esquemas formales.

Una observaciéon sobre la terminologia. Hemos optado por denominar
liso, no ramificado y étale a las condiciones en el caso de un morfismo de
pseudo tipo finito, anadiendo el adjetivo “4dico” cuando esta hipdtesis estd
presente. No hubiera sido adecuado optar por pseudo liso para un morfismo
formalmente liso y de pseudo tipo finito dado que el morfismo de esquemas
usuales subyacentes puede no ser liso (¢f. Ejemplo 3.2.3) (como es el caso
de la condicién andloga en los morfismos de pseudo tipo finito o pseudo
propios). Por otra parte, pensamos que los morfismos lisos jugaran un pa-
pel més importante que los lisos adicos cuya estructura, como veremos, es
mas simple. Obtenemos una caracterizaciéon local de los morfismos lisos
en términos de compleciones y morfismos lisos adicos que entendemos que
esclarece completamente la estructura de los morfismos lisos de esquemas
formales.

La memoria se completa con aplicaciones de la teoria desarrollada. En
concreto, estudiamos la cohomologia de De Rham en caracteristica positiva.
Hemos obtenido el andlogo del teorema de descomposicién para un esquema
formal liso sobre un cuerpo de caracteristica positiva lo que nos hace albergar
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esperanza de que nuestros métodos permitan una nueva via para el estudio
de la cohomologia de las variedades con singularidades.

Contenidos

En la primera seccion del Capitulo 1 hacemos un compendio de la teoria
bésica de esquemas formales siguiendo las referencias habituales, principal-
mente [EGA 1], y se proporcionan ejemplos sencillos como los espacios for-
males afines, los discos formales y la complecion de un esquema. Se fijan,
ademas, algunas notaciones que facilitaran la lectura del trabajo. En una
gran parte de la categoria de esquemas formales, en la que se incluyen la
categoria de esquemas afines y la categoria de esquemas formales localmente
noetherianos, un esquema formal X se puede expresar como limite de un sis-
tema directo de esquemas (usuales), X = lim X,,, y un morfismo X ER Q) se

neN
puede escribir como limite de un sistema directo de morfismos de esquemas,
. fn
f= 1111€_)HI§ (X, 5 Y,).

Tras esta parte introductoria, se inicia la exposicién de la materia que ha
sido objeto de nuestra investigacion. Se introduce la nocién de dimensién
algebraica de un esquema formal X, dim(X), y la comparamos con la di-
mension del espacio topoldgico subyacente, dimtop(X). Ambas dimensiones
no coinciden, es una caracteristica que distingue los esquemas formales de
los esquemas usuales. Un esquema formal se puede pensar como un ice-
berg, en el sentido de que tiene una parte visible que se corresponde con
el esquema subyacente y una parte oculta, que Grothendieck denominaba
informalmente la fibra genérica de un esquema formal y que en el caso de un
esquema formal sobre el espectro formal de un anillo de valoracién completo
constituye un modelo algebraico de los espacios analiticos rigidos p-adicos.

La Seccién 1.2 comienza recordando el concepto definido por Grothen-
dieck de morfismo adico de esquemas formales y se dan sus propiedades
bésicas. Este tipo de morfismos se comportan de modo analogo a los morfis-
mos de esquemas usuales. Sin embargo, es razonable considerar morfismos
mds generales, por ejemplo, el morfismo de complecién X,y — K de una
variedad X a lo largo de una subvariedad cerrada X’ € X. Por ello no
centraremos nuestra atenciéon en los morfismos adicos, sino que servirdn
para mostrar la distincién entre determinadas propiedades de un morfismo
segun sea adico o no. A continuacién, definimos la fibra de un morfismo

X EN 2) de esquemas formales en un punto x, f~(f(x)), que en general
es un esquema formal y que en el caso particular de que f sea adico es un
esquema. En el Capitulo 3 veremos como las propiedades infinitesimales de
un morfismo f en un punto x € X esan determinadas en cierto sentido por la
fibra f=1(f(z)). El resto de la seccién estd dedicada al estudio de diversas
propiedades de morfismos de esquemas formales. De especial importancia
son los pseudo encajes cerrados, unos morfismos no necesariamente adicos
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que topoldgicamente son encajes cerrados y que seran claves en la caracte-
rizacién de los morfismos de complecién y, en consecuencia, en los teoremas
de estructura de las condiciones infinitesimales. La seccién se completa con
el estudio de propiedades de morfismos de esquemas formales tales como los
encajes abiertos, los morfismos radicales y los morfismos separados, que em-
plearemos a lo largo de este trabajo. Todos ellos tienen un comportamiento
andlogo al de los correspondientes morfismos en la categoria de esquemas.

La siguiente seccién (1.3) comienza recordando diversas condiciones de
finitud de morfismos de esquemas formales. En la clase de los morfismos
adicos, Grothendieck definié los morfismos de tipo finito y los morfismos
finitos y que, de nuevo, se comportan de modo andlogo a las propiedades
correspondientes en la categoria de esquemas. En la amplia clase de los
morfismos no ddicos, Alonso, Jeremias y Lipman, y simultdneamente Yeku-
tieli introdujeron los morfismos de pseudo tipo finito y los morfismos pseudo
finitos. Para un morfismo f = h_m) fn estas nociones estdn caracterizadas

neN

por el cardcter de tipo finito y finito, respectivamente, de los morfismos de
esquemas f, subyacentes. A continuacién y en concordancia con la filosofia
anterior, proponemos el concepto de morfismo pseudo cuasifinito. Un mor-
fismo f es pseudo cuasifinito si los morfismos de esquemas subyacentes f,
son cuasifinitos. En la Seccién 3.3 se verd que no todo morfismo pseudo
cuasifinito y liso es étale, a diferencia de lo que ocurre en la categoria de
esquemas en la que todo morfismo cuasifinito y liso es étale. Este hecho nos
obliga a introducir la nocién de cuasirevestimiento. Los cuasirevestimientos
son un tipo de morfismos que contienen a los morfismos pseudo cuasifinitos
y que bajo la hipétesis adica coinciden con éstos. La seccién se completa
con una proposicién en la que se establecen los sorites de una propiedad P
de morfismos de esquemas formales, una técnica que facilitara las demostra-
ciones de resultados posteriores.

La ultima parte del Capitulo 1 comienza con el estudio de los morfis-
mos planos de espacios anillados en el caso particular de la categoria de
esquemas formales. Un resultado importante es la Proposicién 1.4.7 en la
que traduciendo el Criterio local de planitud, se da un criterio que deter-
mina la planitud de un morfismo f = h_m) adico a través de la planitud

neN

de los morfismos de esquemas f, subyacentes. En el caso no adico, no se
verifica el resultado andlogo. Como se verd en la Seccién 3.2 este hecho es
el que provoca que la lisitud de un morfismo no adico, no sea heredada por
los morfismos de esquemas subyacentes correspondientes. A continuacién
se definen los morfismos de complecién, un tipo de morfismos planos que
topolégicamente son encajes cerrados. Reciprocamente, en la Seccién 3.3
se probard que todo pseudo encaje cerrado plano es un morfismo de com-
plecién. Los morfismos de complecién serdn esenciales en la descripcién de
la estructura de los morfismos étales y lisos, uno de los resultados principales
de este trabajo.
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En la Seccién 2.1 se define el par diferencial de un morfismo de esquemas
formales y se estudian sus propiedades bésicas. En el contexto formal la
nocién habitual de médulo de diferenciales no es valida ya que en general, y
a pesar de imponer hipdtesis de finitud, éste no es coherente. Localmente,
definimos el par diferencial de un morfismo de esquemas formales X — 2,
(Q;E /@,dx/@), como la complecién del par diferencial clasico. Se prueba
que el par diferencial es el objeto universal en la categoria de Ox-Mddulos
completos, Comp(X), del funtor “derivaciones continuas”:

TEOREMA (2.1.22). Sea X ER ) un morfismo en Sfn. Entonces dado
F € Comp(X) se tiene un isomorfismo candnico

~

Hom(Q2 F) — Dercontg(Ox,F)

1
X/
En la segunda parte del capitulo y siguiendo la definicién de Grothen-
dieck de las condiciones infinitesimales en la categoria de esquemas, se de-
finen las condiciones infinitesimales para un morfismo de esquemas formales
y se estudian sus propiedades iniciales. De seguido, y con la intencién de
utilizar como herramienta el Mdédulo de diferenciales, nos centramos en el
estudio de las condiciones infinitesimales para morfismos de pseudo tipo
finito. Entre otros resultados probaremos que siempre se puede reducir el
estudio de las condiciones infinitesimales al caso afin y que el caracter liso,

no ramificado o étale de un morfismo X EX ) es estable por complecién de
f alo largo de dos subesquemas formales cerrados X' € 9 y 9’ C Q) tales
que f(X') € ’. En la Seccién 2.3 se relacionan las condiciones infinitesi-
males con propiedades especiales del par diferencial. Al final de la seccién
se da una versién del Criterio jacobiano de Zariski para esquemas formales,
es decir, la escisién local de la segunda sucesion exacta fundamental.

El siguiente capitulo, el Capitulo 3, constituye la parte central de la
memoria y en €l se exponen los resultados principales. En la primera parte
(Secciones 3.1, 3.2 y 3.3) se realiza un estudio local de las condiciones infini-
tesimales y se prueban teoremas que relacionan los morfismos no ramificados,
lisos y étales en la categoria de esquemas formales con los correspondientes
morfismos en la categoria de esquemas usuales. Se ve que en la clase de
los morfismos ddicos el comportamiento de las condiciones infinitesimales
es completamente paralelo al caso de esquemas y, en cierta medida, estd
determinado por las propiedades correspondientes de los morfismos de es-
quemas subyacentes. Por el contrario, se dan contraejemplos que indican
que en ausencia de la hipdtesis “adica” el comportamiento no es asi. Un re-
sultado importante por su relevancia en la caracterizacién de los morfismos
de complecién es:

COROLARIO (3.1.13). Dado X ER 2 en Sfn, sean J C Ox y K C Oy
Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J y respecto a los cuales f =
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lim f,. El morfismo f es un pseudo encaje cerrado si, y solo si, f es no
neN

. 0 .
ramificado y Xg ELR Yy es un encaje cerrado.

Por otra parte, se da una factorizacion local de los morfismos lisos que
generaliza a la correspondiente en la categoria de esquemas y que se utilizara
en la demostracion del teorema de estructura de los morfismos lisos:

PROPOSICION (3.2.9). Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito. El morfismo f es liso en x € X si, y sdlo si, existe 4 C X abierto con
x € M tal que fly se factoriza en

g P
= A% =9
) .. co - _ ol
donde g es étale, p es la proyeccion candnica y n = rg(QO%z/O@ﬂx)).
A continuacion se obtiene un criterio matricial de lisitud:

COROLARIO (3.2.13). (Criterio jacobiano para el espacio formal afin y
el disco formal afin). Dado ) = Spf(A) en Sfnys sea X C ]Df% un sub-

esquema cerrado dado por un Ideal T = I® con I = {(g1,92, ..., gx) C
A{Th, ..., T.}[Z1,...,Zs]]. Son equivalentes:

(1) El morfismo X EX Y esliso enx ydim, f=r+s—1.
(2) Ewxiste un conjunto {g1, ,92, ---, 91} C{91,92, -, gr} tal que I,, =
(91,2592, -5 Guz) Y r8(Jacy p(z)) = 1.

Un corolario de este resultado sera esencial en el desarrollo de la teoria
de deformacién (Capitulo 4), en particular en la prueba del teorema de
existencia de levantamientos lisos.

La Seccién 3.3 es una fusion de los resultados obtenidos en las dos sec-
ciones anteriores. Tal y como habiamos senalado previamente, se obtiene
que un cuasirevestimiento liso es un morfismo étale, y reciprocamente. La
Seccién 3.4 se centra en el estudio de morfismos étales especiales. Se descri-
ben los encajes abiertos en la categoria de esquemas formales:

TEOREMA (3.4.3). Sea X EX 2 un morfismo en Sfn. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) f es un encaje abierto.

(2) f es ddico, plano y, si K C Og un Ideal de definicion y J =

f(K)Ox, el morfismo de esquemas asociado X Jo, Yy es un encaje
abierto.

(3) f es étale ddico y radical.

(4) Ezisten J C Ox y K C Og Ideales de definicion con f*(K)Ox C J

tales que los morfismos X, In, Y, son encajes abiertos, para todo
n € N.

Ademsds caracterizamos los morfismos de complecion:
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TEOREMA (3.4.4). Dado X% EN 2 en Sfn sean J C Ox y K C Oy
Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) Existe ' C Q) un subesquema formal cerrado tal que f es el mor-
fismo de complecion de Q) a lo largo de )’ y, por lo tanto, X = 2 g9y -
(2) El morfismo f es un pseudo encaje cerrado plano.

(3) El morfismo f es étale y Xo Jo, Yy es un encaje cerrado.
(4) El morfismo f es un pseudo encaje cerrado liso.

Por ultimo se establece la equivalencia de categorias entre los morfismos
de esquemas formales étales adicos y los morfismos étales entre los esquemas
subyacentes correspondientes:

TEOREMA (3.4.5). Sea Q) en Sfn y K C Oy un Ideal de definicion res-

pecto al cual P = lim Y,. Entonces el funtor
neN

-esquemas formales €tales ddicos — Yg-esquemas étales
X ~ X XY Yb

es una equivalencia de categorias.

La Seccién 3.5 es una de las partes mas importantes de esta memoria, en
ella se prueban los teoremas de estructura de las condiciones infinitesimales.
La equivalencia de categorias que establece el teorema anterior y la caracte-
rizacion de los morfismos de complecion son los pilares para la descripcién de
las condiciones infinitesimales en funcién de las condiciones infinitesimales
adicas. En primer lugar, se prueba que un morfismo no ramificado se facto-
riza localmente en un pseudo encaje cerrado y en un morfismo no ramificado
adico. Como consecuencia de esto se obtiene que un morfismo étale, local-
mente, es composicion de un morfismo de complecién y de un morfismo étale
adico. Finalmente, utilizando la descripcion local de los morfismos lisos en
funcién de los morfismos étales se obtiene el siguiente teorema de estructura:

TEOREMA (3.5.3). Sea X EN D un morfismo en Sfn liso en x € X.
Entonces existe 34 C X abierto con x € U tal que f|g se factoriza

& ot I
U—=-x =9
donde k es un un morfismo de complecion y f' es un morfismo liso ddico.

En el Capitulo 4 se extiende la teoria de deformacién de esquemas res-
pecto a un ideal de cuadrado nulo a la categoria de esquemas formales abor-
dando los dos problemas de levantamiento global béasicos: el levantamiento
de morfismos sobre un esquema formal liso y el levantamiento de esquemas
formales lisos. Los resultados obtenidos en este capitulo seran utilizados en
la prueba del teorema de descomposicién. En la primera parte se demuestra
que existe una obstruccién en un cierto grupo de cohomologia de orden uno
a la existencia de levantamiento de un morfismo a un “entorno infinitesimal”
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sobre un esquema formal liso. A continuacién, para Po — ) un encaje ce-
rrado de esquemas formales localmente noetherianos con el mismo espacio
topoldgico subyacente respecto a un ideal de cuadrado nulo y Xy un esquema
formal )o-liso, se estudia la cuestién de la unicidad de levantamiento liso
X = Xo X9, Y de Xo sobre 9. Se demuestra que estd determinada por
la anulacién de un cierto Ext! sobre Xy. La existencia del levantamiento
depende de la anulacion de un elemento que vive en un cierto grupo de
cohomologia de orden dos:

TEOREMA (4.2.4). Sea Qo — ) un encaje cerrado en Sfn dado por un

Ideal T C Og de cuadrado nulo y Xo ELN No un morfismo en Sfn liso con
Xo un esquema formal separado. Entonces ewiste cy, € ExtQ(Qéeo/%,fgI)

de modo que:
cf, = 0 si, y solo si, existe un levantamiento liso X de Xo sobre ).

En particular, cuando Xy es un esquema formal afin el levantamiento
existe y es 1nico.

El dltimo capitulo de esta memoria se ocupa del Teorema de descom-
posicién para un esquema formal liso sobre un esquema formal de carac-
teristica p. En la primera parte, se define el complejo de De Rham, Q;e/@’
para un morfismo X — Q) de esquemas formales localmente noetherianos y
se estudian algunas de sus propiedades basicas. La Seccién 5.2 estd dedi-
cada a la extensién de técnicas de esquemas de caracteristica p a la categoria
de esquemas formales de caracteristica p y que son esenciales en la prueba
del teorema descomposicién. Un hecho clave es que si X — ) es un mor-
fismo de esquemas formales localmente noetherianos con ) de caracteristica
py X T, X es el morfismo de Frobenius relativo de X sobre ), entonces
F*ﬁ;/@ es un complejo de Oyx-Mbdulos. Cuando X es liso sobre ) se de-
muestra que el morfismo de Frobenius relativo es finito y plano y, si f tiene
dimensién constante n se verifica que F*ﬁzx /g) Son Ox-Modulos localmente
libre de rango p" - (?) Estos resultados son fundamentales en la prueba del
isomorfismo de Cartier:

TEOREMA (5.2.18). Sea X EN ) un morfismo liso en Sfn con ) de ca-

racteristica p y X ox el morfismo de Frobenius relativo de X sobre 9).
Entonces existe un unico isomorfismo de Oy -Algebras graduadas

Py - PHEO )y
€L i€Z

tal que ’yf es el morfismo candnico Ox — FiOx y ~! viene dado localmente
por 1 ® d(a) ~ [a?~1d(a)].

Finalmente la Seccién 5.3 se ocupa de la prueba teorema de descom-
posicién:



14 INTRODUCCION

TEOREMA (5.3.3). Sea Qo un esquema formal en Sfn de caracteristica
p e un levantamiento plano de Qg sobre Z/p*Z. Dado X ELN Vo un

morfismo liso en Sfn y Xg fo, X{, el morfismo de Frobenius relativo de
Xo sobre 9y, si existe X' un levantamiento liso de X, sobre ) entonces el

~

complejo de Ox; -Mddulos 7-<p(F0*Q;€O/%) es descomponible en D(X]).

En particular, se obtiene que si k£ es un cuerpo perfecto de caracteristica
p, Z es un esquema (no necesariamente liso) embebible en un k-esquema liso

X de modo que X=X /z admite un levantamiento liso sobre el anillo de los

vectores de Witt, Ws(k), entonces el complejo 7<P (F*ﬁ}( se descompone,

w

donde F' es el morfismo de Frobenius relativo de X7 sobre k y Q;? i oS el

complejo de De Rham de X relativo a k.
Todos los anillos considerados seran conmutativos y unitarios y deno-
taremos por Sch la categoria de esquemas.
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CAPITULO 1

Esquemas formales

En este capitulo se establecen los conceptos y notaciones de esquemas
formales fundamentales para la lectura de esta memoria. En la Seccién 1.1
se repasa la teoria béasica de esquemas formales ilustrandola con ejemplos.
Ademsds se definen dos conceptos de dimensiéon de un esquema formal. Las
Secciones 1.2 y 1.3 se ocupan de las propiedades de morfismos de esquemas
formales (topoldgicas y de finitud). Por otro lado, se introducen nociones
esenciales en el desarrollo posterior de este trabajo como los pseudo encajes
cerrados, los cuasirevestimientos y la fibra de un morfismo. En la dltima
parte estudiaremos los morfismos planos y se introducen los morfismos de
complecién, una clase de morfismos planos que topolégicamente son encajes
cerrados.

1.1. La categoria de esquemas formales localmente noetherianos

En esta seccién recordaremos brevemente las definiciones y resultados
bésicos sobre esquemas formales localmente noetherianos. No se pretende
hacer una exposicion detallada sino hacer un corto recorrido de la teoria
elemental de esquemas formales, a la vez que fijar las notaciones y resultados
esenciales que seran utilizados maés tarde, para asi facilitar la comprensién de
este trabajo. Para un estudio més profundo remitimos al lector a [EGA 1,
§10]. Asimismo, se detallan ejemplos de esquemas formales a los que nos
referiremos a lo largo de esta memoria, como son el espacio formal afin y
el disco formal. Ademds, se define la dimensién algebraica de un esquema
formal localmente noetheriano.

DEFINICION 1.1.1. Sea A un anillo I-ddico!. Llamamos espectro formal
de Ay se escribe Spf(A) al espacio topolégicamente anillado (¢f. [EGA 1,
(0.4.1.1)]) con espacio topoldgico subyacente el cerrado V(I) C Spec(A) y
cuyo haz de anillos topoldgicos es  lim Oy, donde, para cada n € N, Ox,,
neN
es el haz estructural de anillos de X,, = Spec(A/I"*1).

1Un anillo topoldgico A se dice que es I-preddico si (I™)nen es un sistema fundamental
de entornos del 0, y se dice que la topologia de A es I-adica. Si ademéas A es separado y
completo para la topologia dada para la topologia I-ddica, se dird que A es I-ddico (cf.
[EGA 1, (0.7.1.9)]). Trivialmente, todo anillo A es separado y completo para la topologia
discreta, esto es, la topologia dada por cualquier ideal nilpotente de A. Ademads, en un
cuerpo k la unica topologia adica es la discreta.

15
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Un espacio topolégicamente anillado (X, Ox) se dice que es un esquema
formal afin si es isomorfo al espectro formal Spf(A) de un anillo I-ddico
A. Si ademds A es noetheriano se dird que X es un esquema formal afin
noetheriano. En particular, se tiene que un esquema afin es un esquema
formal afin para la topologia discreta.

OBSERVACION. Dado un anillo A admisible (¢f. [EGA I, (0.7.1.2)]) en
[EGA I, §10.1] se define el espectro formal de A, Spf(A), y la nocién de
esquema formal afin; y, en particular, cuando A es I-ddico se dice que Spf(A)
es un espectro formal afin 4dico y que un esquema formal afin X = Spf(A)
es adico. Estas nociones de espectro formal afin d4dico y de esquema formal
afin 4dico coinciden con los conceptos de espectro formal afin y de esquema
formal afin, respectivamente, dados en la Definicién 1.1.1.

1.1.2. Si X = Spf(A) es un esquema formal afin con A un anillo I-adico,
es conocido que:
(1) I'(%X,0x) = A como anillos topolégicos [EGA T, (10.1.3)].
(2) Para cada f € A, si llamamos ®(f) = D(f) N X, donde D(f) =
Spec(Ay) se tiene que {D(f)} rca es una base de abiertos de Spf(A).
Ademass, el isomorfismo

(@(f), O.’{’E)(f)) = Spf(A{f}) [EGA I7 loc. C’it.],

donde Ay denota el anillo separado y completo de Ay respecto a
la topologfa I;-ddica?, muestra que D(f) = (D(f), Oxlo(p)) es un
esquema formal afin.

(3) Para cada x € X, sea p el ideal primo abierto correspondiente en
A. El anillo local de X en x es®:

Oxo = lim D(D(f),Op(p)) = lm Agpy =: Ay
fép fép

Se verifica que Ox ; es un anillo noetheriano local con ideal maximal
pOx. ¥ su cuerpo residual es k(x) = Ay, /pAgy = Ap/pAp (cf.
[EGA I, (0.7.6.17) y (0.7.6.18)]). En general, Ox, no es un anillo
completo para la topologia IOx ,-adica.

EJEMPLO 1.1.3. Sea A un anillo I-ddico noetheriano y A[T] el anillo de
polinomios con coeficientes en A y en las indeterminadas T = 14,15, ..., ;.

2[EGA I, §0.7.6] Dado A un anillo J-ddico y S C A un subconjunto multiplicativo

A{S7'} es el anillo separado y completo de S~ A respecto a la topologfa S~!J-adica. Si

M es un A-médulo, M{Sil} denota el modulo separado y completo de S~ M respecto a

la topologfa S™'J-ddica, esto es, M{S™'} = (liiné S™'M/(S™'J)"M. En particular, si
ne

S = (f") se denotan por Sty y My el anillo separado y completo de Ay y el médulo
separado y completo de My, respectivamente, para la topologia Js-ddica.
3Dado A un anillo J-adico y p C A un ideal primo abierto denotamos A,y =
}ci?n@ Agry. Observemos que Agpy es un anillo Jy,y-préadico. Si M es un A-médulo,
v

llamamos My, = lim Myy.
févp
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(1) El anillo de series formales restringidas A{T} es la complecién
de A[T] respecto a la topologia I[T]-ddica. Si I{T} es el ideal
formado por las series formales restringidas con coeficientes en I,
se verifica que I{T} = I - A{T} y que A{T} es un anillo I{T}-
adico noetheriano (¢f. [EGA I, (0.7.5.2)]). Llamamos r-espacio
formal afin sobre A o espacio formal afin de dimension r sobre A
al esquema formal

Agppa) = SpE(A{T})

Obsérvese que el espacio topolégico subyacente de Agpf( 4) €8 el r-
espacio afin sobre A/I, Agpec( AT

(2) El anillo de series formales A[[T]] es la complecién de A[T] res-
pecto a la topologia (I[T] + (T))-ddica. Si I[[T]] denota el ideal
formado por las series formales con coeficientes en I y [[T]] es el
ideal formado por las series formales sin término independiente, se
tiene que I[[T]) = I - A[[T]}, [[T]] = (T} A[[T]] y que A[[T]] es un
anillo (I[[T]] 4 [[T]])-4dico noetheriano (c¢f. [Ma, Theorem 3.3 y

Exercise 8.6]). Se define el r-disco formal sobre A o disco formal
de dimension r sobre A como

Dgpe(ay = SPE(A[[T]])
El espacio topoldgico subyacente de Dgpf( ) €S Spec(A/I). Nétese
que si en el anillo A[[T]] hubiésemos considerado la topologia [[T]]-

adica el espacio topoldgico subyacente del esquema formal afin co-
rrespondiente serfa Spec(A).

DEFINICION 1.1.4. [EGA I, (10.3.1)] Dado A un anillo I-4dico sea X =
Spf(A). Si J es un ideal de definicién? de A se dice que® J* = lim J/Jm C
neN
Ox es un Ideal de definicion de X. En particular, I es un Ideal de definicién
de X.
Dado J2 un Ideal de definicién de X se verifica que

(X,0x/J%) = Spec(A/J)

y, por lo tanto, cualquier Ideal de definicion de X determina su espacio
topoldgico subyacente.

EJeMPLO 1.1.5. Con las hipétesis y notaciones del Ejemplo 1.1.3, resulta
que T{T}* es un Ideal de definicién de Apg(a) ¥ que (I[[T]] + [[T])? es un

Ideal de definicién de Dgpf( A)°

4Dado A un anillo I-preéddico, un ideal de definicion de A es un ideal de modo que la
topologia determinada por él en A coincide con la I-ddica (c¢f. [EGA I, (0.7.1.2)]).
5En general, si A es un anillo J-ddico y M un A-mddulo, en 2.1.12 se define M5 =

: M
<h—m Jn+iprc

neN
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DEFINICION 1.1.6. [EGA I, (10.4.2)] Un espacio topoldgicamente ani-
llado (X, Ox) se dice que es un esquema formal si para todo x € X existe
un abierto {4 de X con z € Y tal que (L, Ox|y) es un esquema formal afin.
Si ademads los abiertos U son esquemas formales afines noetherianos se dird
que (X,O0x) es un esquema formal localmente noetheriano. En ocasiones y,
por comodidad, escribiremos X en lugar de (X, Ox).

EJEmMpLO 1.1.7. [EGA I, (10.8.3)] Dado X un esquema y X' C X
un subesquema cerrado dado por un Ideal coherente Z de Ox, se llama
complecion de X a lo largo de X' y se escribe (X/X/,OX/X/) 0, de modo
abreviado, X, x, al espacio topolégicamente anillado con espacio topolégico
subyacente X’ y cuyo haz de anillos topolégicos es OX/X, = lim Ox /It

neN

Se comprueba que X,/ es un esquema formal. Un esquema formal de esta
forma se dice que es algebraizable. En particular, si X = Spec(A4) es un
esquema afin e 7 = f, con I un ideal finitamente generado de A, se tiene
que X,x+ = Spf (2) donde A es el anillo separado y completo de A para la
topologia [-ddica. Se deduce que todo esquema formal afin noetheriano es
algebraizable y, por lo tanto, todo esquema formal localmente noetheriano
es localmente algebraizable.

En [HM, §5] se construye un esquema formal que no es algebraizable.

DEFINICION 1.1.8. [EGA 1, (10.4.5)] Sean (X, Ox), (2, Oy) dos esque-
mas formales. Un morfismo f : (X,0%) — (2, Oy) de espacios topolégica-
mente anillados tal que Vz € X, fﬁ : O f(@) — Ox,z €s un homomorfismo
local se dice que es un morfismo de esquemas formales. Denotaremos por
Hom(X,9)) el conjunto de los morfismos de esquemas formales de X en 9).

1.1.9. Los esquemas formales junto con los morfismos de esquemas for-
males forman una categoria que denotaremos por Sf y, la subcategoria plena
de Sf cuyos objetos son los esquemas formales localmente noetherianos se
denotard por Sfn. Por otra parte, se verifica que los esquemas formales afines
forman una subcategoria plena de Sf, que llamaremos Sf,s. Del mismo modo
se tiene que los esquemas formales afines noetherianos forman una subcate-
goria plena de Sfn, que denotaremos por Sfn,s.

El siguiente resultado nos proporciona una equivalencia util de cate-
gorias que generaliza la conocida relacién entre la categoria de anillos y la
de esquemas.

PRrROPOSICION 1.1.10. [EGA 1, (10.2.2)] Los funtores
A~ Spf(Ad) vy X ~T(X,0x%) (1.1.10.1)

definen una equivalencia contravariante de categorias entre la categoria de
los anillos ddicos y Sfar. Ademds, la restriccion de estos funtores a la cate-
goria de los anillos ddicos noetherianos y a Sfnys proporciona también una
equivalencia de categorias contravariante.
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NOTACION. En ocasiones, a lo largo de esta memoria y, cometiendo un
abuso de notacién, utilizaremos la misma letra para denotar un morfismo

Spf(A) ER Spf(B) en Sf, y el homomorfismo continuo de anillos correspon-
diente dado por la equivalencia de categorfas (1.1.10.1), B ENYY
1.1.11. Como consecuencia de la proposicién anterior se tienen los si-

guientes morfismos de esquemas formales:

(1) Dado A un anillo I-adico, el morfismo A — Ay} induce la inclusion

candnica en Sf¢
D(f) — Spf(A)
(2) Si A es un anillo I-ddico noetheriano, las inclusiones candnicas

A— A{Tl,TQ,... ,Tr} — A[[Tl,TQ,... ,TTH

son morfismos continuos para las topologias adicas establecidas en
el Ejemplo 1.1.3 y, por lo tanto, inducen los siguientes morfismos
candnicos en Sfn,¢

DSpecay = Agpecay — SPE(A)
(3) Con las notaciones del Ejemplo 1.1.7, los morfismos
OX N OX/InJrl

inducen un morfismo canénico en Sf que, como aplicacién topolé-
gica es la inclusién de X’ en X,

X;x 5 X

llamado morfismo de complecz;\o’n de X a lo largo de X' y que lo-
calmente viene dado por Spf(A) — Spec(A).

DEFINICION 1.1.12. [EGA I, (10.5.1)] Sea (X, Ox) un esquema formal.
Un Ideal J de Ox se dice que es un Ideal de definicion de X si para todo
x € X existe un abierto U C X con x € U tal que (U, Ox|y) es un esquema
formal afin y J|g es un Ideal de definicién de L.

EJEMPLO 1.1.13. Sea X un esquema (usual).
(1) Cualquier Ideal J C Ox localmente nilpotente es un Ideal de
definicién de X.

(2) Si X' C X esunsubesquema cerrado dado por un Ideal Z coherente,

el Ideal Z,x/ := lim T/I"*! es un Ideal de definicién de X/xry
neN

se verifica que~(9X/X,/(I/X/)"+1 = Ox/I"™*'. Ademss, si X =
Spec(A), T = Iy X,x = Spf(A) % X = Spec(A) es el morfismo
de complecién de X a lo largo de X', se tiene que

_ AN xT
I/X/ 1._1.4I =kl

La siguiente proposicién garantiza la existencia de Ideales de definicién
para los esquemas formales localmente noetherianos.
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PRrROPOSICION 1.1.14. [EGA 1, (10.5.4)] Dado (%X,0%) un esquema for-
mal localmente noetheriano, existe J el Ideal de definicion mds grande de
X tal que (X,0x/J) un esquema (usual) reducido.

1.1.15. [EGA I, (10.6.10)] Como consecuencia de la Proposicién 1.1.14

se prueba que dado X EN 2 un morfismo en Sfn, si  C Og es un Ideal de
definicién, entonces existe un Ideal de definicién J C Oy tal que f*(K)Ox C
J.

Un esquema formal afin soporta todas las estructuras de subesquema
cerrado que existen sobre su espacio topolégico subyacente. A continuacién
hacemos explicita esta idea en el caso de esquemas formales localmente noe-
therianos.

1.1.16. Dado (X, Ox) en Sf y J un Ideal de definicién de X tal que j/j2
es un (Ox/J)-Médulo de tipo finito® se verifica que J"*! es un Ideal de
definicién y que X,, = (X,0%/J"*!) es un esquema (usual) con el mismo
espacio topolégico que X, Vn € N (¢f. [EGA I, (10.5.1) y (10.5.2)]). Sea

X,, = %, el morfismo canénico determinado por Ox — Ox/J" !, para

cada n € N. Si param > n > 0, X, = X,, son los encajes cerrados
naturales definidos por Ox/J™ ! — Ox/J""! se tiene que

Um O binn = in
y, por lo tanto, { X, i, } es un sistema directo en Sf. Resulta que (X, Ox)

es el limite directo de { X, imn } en Sf. Diremos que X se expresa de la forma
lim X, respecto al Ideal de definicién J y, abreviadamente lo indicaremos
neN
asi:
X= lim X,
neN

Noétese que si X estd en Sfn se verifica que los esquemas X, son local-
mente noetherianos, para todo n € N.

Supongamos que X = Spf(A) estd en Sfy y que J = J* es un Ideal
de definicién de X siendo J C A un ideal de definicién tal que J/J? es
un (A/J)-médulo de tipo finito. Aplicando [EGA I, (10.3.6)] resulta que
T = (JA)H = (JH)A y se tiene que X, = Spec(A/J"T!), para todo

n € N (véase la Definicién 1.1.4). En este caso la expresién X = lim X, se
neN
corresponde con la igualdad A = <11_1rn A/J"FL a través de la equivalencia
neN

de categorias (1.1.10.1).

6Cuando X estd en Sfn todo Ideal de definicién J C Ogx verifica que .7/.72 es un
Ox /J-Médulo de tipo finito
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1.1.17. [EGA I, (10.6.7), (10.6.8) y (10.6.9)] Dado X ER 2) un morfismo
en Sf, sean J C Ox y K C Oy Ideales de definicién tales que j/j2 es un
(Ox/T)-Médulo de tipo finito y K£/K? es un (Og/K)-Médulo de tipo finito,
y verificando que f*(K)Ox C J. Por 1.1.16, se tiene que

X= lim X, e 9= lim Y,
neN neN
donde, para cada n € N X,, := (X,0x/J") e Y, := (9, 0y/K"™). En-
tonces, existe un unico morfismo de esquemas f, : X,, — Y,,, para cada
n € N, de modo que, para m > n > 0 los siguientes diagramas son conmu-
—_—

tativos:
X 2
o ]

)
X, Iy,

]A imn  Jmn ]A

X, Iy,

El morfismo f es limite directo en Sf del sistema {f,, iyun, Jmn} asociado a
los Ideales de definicién J C Ox y K C Og y escribiremos

f

[= h_rn> In
neN
Obsérvese que si f estd en Sfn y K C Oy es un Ideal de definicién, por
1.1.15 siempre existe un Ideal de definicién J C Oy tal que f*(K)Ox C
J. Ademas los morfismos f,, estan en la categoria de esquemas localmente
noetherianos, para todo n € N.

Supongamos que X = Spf(A) 4 ) = Spf(B) estd en Sfyr y que existen
J=J"COxryK=K"cC Og) Ideales de definicién tales que J/)J?
es un (A4/J)-médulo de tipo finito y K/K? es un (B/K)-médulo de tipo

finito. Sea B 7, A el homomorfismo continuo de anillos Adicos que se
corresponde con f a través de la equivalencia de categorfas (1.1.10.1). Se
comprueba facilmente que f*(K)Ox C J si, y sblo si, KA C J. Ademis,
se tiene que los morfismos f,, se corresponden con los morfismos candnicos
B/K"*' — A/J"*! inducidos por el morfismo f.

1.1.18. Sean ¥ L DyY 9, & dos morfismos en Sf y consideremos

J C Ox, K C Oyy L C Og Ideales de definicién tales que J/T? es un

(Ox/J)-Médulo de tipo finito, K/K? es un (Og/K)-Médulo de tipo finito y

L/L? es un (Og/L)-Médulo de tipo finito, y verificando que f*(K)Ox C J

y g (L)Ox C K. Por 1.1.17, se tiene que f = lim fn, g= lim g,, donde
neN neN

(%7 Ox/jnJrl) f—n> (Q.j? OQJ/K:nJrl) y (@7 OQ)/IC”Jrl) g—n> (67 OG/EnJrl) son
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los morfismos inducidos por f y g, para todo n € N. Entonces, se verifica
que
go f = h_rn> gn © f n
neN
NOTACIONES. A partir de ahora y durante toda esta memoria utilizare-
mos las siguientes notaciones:

(1) Dado X en Sf y J C Ox un Ideal de definicién tal que J/J? es
un (Ox/J)-Médulo de tipo finito, para cada n € N X, denotar4 el
esquema (X, 0x/J"1).

(2) Six ER 2 es un morfismo en Sf, dados J C Ox y K C Og Ideales
de definicién tales que J/J? es un (Ox/J)-Mddulo de tipo finito
y K/K? es un (Og/K)-Médulo de tipo finito, y verificando que
FHK)Ox C T, Xp = (X,02/T" 1) L5 Y, = (9, O /K1) sera

el morfismo de esquemas inducido por f, para todo n € N.

DEFINICION 1.1.19. Sean & y X en Sf. Si existe un morfismo X — & se
dice que X es un G-esquema formal. En particular, si X = X es un esquema
(usual) se dird que X es un G-esquema. Nétese que, todo esquema formal
X en Sf es un Spec(Z)-esquema formal.

Dados X — 6 y ) — & morfismos en Sf, un morfismo X EN ) en Sf es
un &-morfismo si el diagrama

x— .9

AN

S

es conmutativo. Los G-esquemas formales forman una categoria y denotare-
mos por Homg(%,92)) el conjunto de &-morfismos entre X e ).

PROPOSICION 1.1.20. [EGA 1, (10.7.3)] Sean X e 9 dos S-esquemas
formales en Sf. Entonces existe el producto fibrado de X e Q) en la categoria
de los G-esquemas formales y se escribe X X g ), de modo que el siguiente
diagrama en Sf es cartesiano:

XxeY—9

l l (1.1.20.2)

X——6
Ademds, si X = Spf(A), Y = Spf(B), & = Spf(C), con A, B, C anillos
ddicos, el producto viene dado por Spf(A&cB)".

TEGA I, (0.7.7.1) y (0.7.7.2)] Si J C A, K C By L C C son ideales de definicién
tales que LB C Ky LA C J, AQ¢ B es el anillo separado y completo de A®@¢ B respecto
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OBSERVACION. Al igual que ocurre en la categoria de esquemas local-
mente noetherianos (¢f. [EGA I, (3.2.5)]), Sfn no es estable para productos
fibrados.

1.1.21. [EGA I, (10.7.4)] Dados X ENYC v L & en Sfn, sean J C
Ox, K C Oy y L C Og Ideales de definicién tales que J/J? es un (Ox/J)-
Médulo de tipo finito, K/K? es un (Og/K)-Médulo de tipo finito y £/L?
es un (Og/L)-Médulo de tipo finito, y verificando que f*(K)Ox C J ¥y
9" (L£)Ox C K. Consideremos que f = lim (X, ELR Sp)yg= lim (Y, In,

neN neN
Sp). Entonces el diagrama (1.1.20.2) es limite directo de los diagramas
cartesianos

Xp x5, Yy, — Y,

|-l
X, —I".5,  (neN)
y, por lo tanto,
XxgP= lim X, xg,Y,
neN

1.1.22. Sea X en Sfn.

(1) Llamamos r-espacio formal afin sobre X o espacio formal afin de

dimension r sobre X a Ay = X Xgpec(z) Agpec(z)

p
h— X

.

Agpec(Z) - SpeC(Z)
Dado 4 = Spf(A) C X un abierto afin, se tiene que
A%l = AL = f(A{T
xlu = Agppa) 50 Spf(A{T})

de donde se deduce que A’ esta en Sfn.
(2) Llamamos r-disco formal sobre X o disco formal de dimension r
sobre X a Dy = X Xgpec(z) Dgpec(Z)

p
r— X

I

Dgpec(Z) - SpeC(Z)

a la topologia (J(A ®c B) + K(A ®c B))-adica o, equivalentemente,
A®cB = lim A/J"" @¢ pni B/K™T

neN
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Si il = Spf(A) C X es un abierto afin, se verifica que
D%|y = DG = Spf(A[[T
xlu Spf(A) 113.2) pf(A[[T]])
y, por lo tanto, D% estd en Sfn.

OBSERVACION. A partir de ahora y salvo excepciones que se indicaran,
todos los esquemas formales considerados estaran en Sfn. Supondremos que
todos los anillos son noetherianos y que, por lo tanto, todo anillo completo
y todo médulo completo para una topologia ddica son también separados.

DEFINICION 1.1.23. Sea X en Sfn, J C Ox un Ideal de definicién y
x € X. Llamamos dimension topologica de X en x a

dimtop, X = dim, X
La definicién no depende del Ideal de definicién escogido de X. Para compro-
barlo, podemos suponer que X = Spf(A). Si J y J' son ideales de definicién
de A, existen k, | € N tal que J* c J'y J" C J y, por lo tanto, se tiene que
dim A/J = dim A/J'. Se define la dimension topoldgica de X como
dimtop X = sup dimtop, X = supdim, Xy = dim X
rzeX zeX

Asi, si X = Spf(A4) con A un anillo I-ddico noetheriano, se verifica que
dimtop X = dim A/I. En particular,

dimtop Ag ¢4y = dimAg ., = dim A/l +r
dimtop Dg ¢,y = dim Spec(A/I) = dimA/I

Dado A un anillo I-ddico, sean X = Spec(A) y X = Spf(A4). A pesar de
que el espacio topolégico de X es V(I), veremos a lo largo de este trabajo
que lo que ocurre en X \ V(I) se manifiesta en cierto modo en el compor-
tamiento de X. De ahi que sea necesario considerar aparte de la dimensién
topolégica de X, una dimensién que tenga en cuenta la informacion “oculta’”:
la dimensién algebraica.

DEFINICION 1.1.24. Sea X en Sfn y J un Ideal de definicién de X. Dado
x € X se define la dimension algebraica de X en x como

dim,; X = dim Ox
La dimension algebraica de X es

dim X = supdim, X
zeX

LEMA 1.1.25. Dado A un anillo noetheriano e I un ideal de A, denote-
mos por A el completado de A para la topologm I-ddica. Se wverifica que

dim A = supdim A, y, por lo tanto, dim A < dim A.
ICcy
En particular, si A es I-ddico, dim A = sup  dim A,.
ICpeSpec(A)
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DEMOSTRACION. Es conocido que existe una correspondencia biunivoca
entre los ideales maximales de A que contienen a [ y los ideales maximales
de A dada por m — m [B1, III, §3.4, Proposition 8|. Por lo tanto

dim A = sup dim A\Iiﬁ = sup dim A, = sup  dim A,
ICcmeMax(A) ICcmeMax(A) ICpeSpec(A)

ya que Ay — ;{T’ﬁ es una extensién plana de anillos locales con el mismo
cuerpo residual. El resto de las afirmaciones se siguen de esta igualdad. U

COROLARIO 1.1.26. Si X = Spf(A) con A un anillo I-ddico noetheriano
entonces

dimX =dim A

DEMOSTRACION. Para cada = € X, si p, es el ideal primo abierto co-
rrespondiente en A se tiene que

dim, X = dim Ay} = dim Ay,

ya que Ay, — Ay, ) es una extension plana de anillos locales con el mismo
cuerpo residual. Entonces, del Lema 1.1.25 se deduce el resultado. U

COROLARIO 1.1.27. Sea A un anillo I-ddico noetheriano y denotemos
por T el conjunto de las variables T1,T5, ..., T,.. Entonces:

dim A{T} = dim A[[T]] =dim A+ r
DEMOSTRACION. Por el Lema 1.1.25 se tiene que
dim A[[T]] < dim A{T} < dim A[T] =dim A + r

Para probar la igualdad es suficiente ver que dim A[[T]] > dim A 4 r. Para
ello utilizaremos induccién en el nimero de variables r. Supongamos que
r = 1. Dada pg C p1 C ... C p; una cadena de ideales primos en A se
tiene que po[[T]] C p1[[T]] C pi[[T]] C pi[[T]] + [[T]] es una cadena de ideales
primos en A[[T]] y, por lo tanto, dim A{T"} = dim A[[T]] = dim A+ 1. Dado
r € N arbitrario, consideremos que la igualdad es cierta para i < r. Como
AT, Ty,...,T,]| = A[[T1, T, . . ., T,—1]][[T]], por hipétesis de induccién se
obtiene el resultado. U

EJEMPLO 1.1.28. Sea A un anillo /-a4dico noetheriano. Entonces

d?mASpf(A) 1.1.26 dllm A{T} 1127 d?mA T T d?m Spi(A) +
dim DG ¢ 4 e dim A[[T]] LT dim A +r T dim Spf(A) +r

A la vista de los ejemplos anteriores, la dimension algebraica de un
esquema formal no mide la dimensién del espacio topoldgico subyacente.
En general, para X en Sfn, dim, X > dimtop, X, cualquiera que sea x € X
y, por lo tanto

dim X > dimtop X
Ademas, si X = Spf(A4) con A un anillo I-4dico se tiene trivialmente que
dim X > dimtop X + ht(I).
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1.2. Propiedades de morfismos de esquemas formales

En esta parte estudiamos ciertas propiedades de morfismos de esquemas
formales localmente noetherianos. En primer lugar, recordamos la definicién
de morfismo ddico de esquemas formales (¢f. [EGA I, §10.12]), cuyo com-
portamiento es similar a los morfismos en Sch. De hecho un morfismo adico
puede interpretarse como un conjunto de “esquemas relativos” con base un
esquema formal, de ahi la importancia que tienen para Grothendieck. En
esta memoria juegan solamente un papel auxiliar. A continuacion, se define

la fibra de un morfismo de esquemas formales X ERN $Y) en un punto y € 9
y la dimensién algebraica relativa de f en un punto z € X. La seccién se
completa con la definicién y el estudio de los pseudo encajes cerrados, que
es una clase importante de morfismos no adicos; estudiaremos también los
morfismos separados (c¢f. [EGA I, §10.15]) y los morfismos radicales. Estas
dos ultimas propiedades poseen un comportamiento analogo a sus corre-
spondientes en el caso de esquemas, y desempenan un papel decisivo en el
resto del trabajo.

1.2.1. [EGA T, (10.12.1)] Un morfismo X EN 2 en Sfn es ddico (o se dice
que X es -ddico) si existe K un Ideal de definicién de Q) tal que f*(K)Ox
es un Ideal de definicién de X. Si f es 4dico, para todo K’ C Oy Ideal de
definicién se verifica que f*(K')Ox C Ox es un Ideal de definicién.

Cuando X = Spf(A) EN 2 = Spf(B) estd en Sfnyf se tiene que f es adico
si dado K C B un ideal de definicién, K A es un ideal de definicién de A.

six L ) es un morfismo adico, la topologia del haz de anillos de %)
determina la topologia del haz de anillos de X.

EJEMPLO 1.2.2. Sea X = Spf(A) en Sfnys. Entonces:

(1) El morfismo canénico A% — X es adico.

(2) Para cada f € A la inclusién D(f) — X es adica.

(3) Sin embargo, la proyeccion D% — X sélo es ddica cuando r = 0, en
cuyo caso es la identidad de X.

EJeEMPLO 1.2.3. Dado X un esquema localmente noetheriano y X' € X
un subesquema cerrado, el morfismo de complecién de X a lo largo de X',
Xx 5 X es 4adico sélo si X y X' tienen el mismo espacio topoldgico
subyacente y, entonces X, x» = X y = 1x.

En la Proposicion 1.2.5 se da una caracterizacién cémoda de los morfis-
mos adicos. Previamente necesitamos establecer algunas notaciones.

1.24. [EGA T, (10.12.2)] Sea Q) en Sfn y K C Og un Ideal de definicién

de modo que P = lim Y,. Un sistema inductivo de Y,-esquemas es un
neN

sistema inductivo de esquemas localmente noetherianos { X, } junto con una
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.. f . .
coleccién de morfismos de esquemas {X,, = Y}, },en haciendo conmutativos
los diagramas

El sistema {X,, = Y,,} se dird ddico si los diagramas anteriores son carte-
sianos.

PROPOSICION 1.2.5. [EGA I, (10.12.3)] Con la notacién anterior, el
funtor

(X, %Y}~ f= lim f,
neN

establece una equivalencia candnica entre la categoria de los {Y,}-sistemas
inductivos ddicos y la categoria de los )-esquemas formales ddicos, cuyo
inverso es el funtor que asocia a un -esquema formal ddico localmente

noetheriano X L 9 el sistema inductivo {X, f—"> Yo tnen determinado por

el Ideal de definicion K C Oy.

1.2.6. Dados X EN Dy 9, & en Sfn se verifican las siguientes propie-
dades:

(1) Si fy g son &dicos, el morfismo g o f también es adico.
(2) Sigo fy gson adicos, entonces f es ddico.
(3) Si f es édico, para todo cambio de base 9’ — Q) en Sfn tal que Xqy

. fyr -
estd en Sfn se tiene que Xgy N 2’ es adico.

En efecto, consideremos £ un Ideal de definicién de &. El apartado (1)
se deduce de las hipétesis y de la igualdad (go f)*(£)Ox = f*(g*(£)Og)Ox.
Veamos (2). Como g es adico se verifica que g*(£)Og C Og) es un Ideal de
definicién y, como g o f es adico se tiene que f*(¢*(£)Og)Ox es un Ideal
de definicién de X y, por lo tanto, f es ddico. Para demostrar (3) podemos
suponer que los esquemas formales son afines. Supongamos que X = Spf(A),
P = Spf(B) e Y’ = Spf(B’) con K C By K' C B’ ideales de definicién
tales que KB’ C K’. Sillamamos A’ = A®pB’ basta ver que K’A’ es un
ideal de definicién de A’. Como f es adico, KA es un ideal de definicién
de A por lo que J' = KA(A®pB') + K'(A®pB’) es un ideal de definicién
de A’. Entonces, como J' = KB'(A®pB') + K'(A®pB') = K'(A®pB') la
afirmacién se sigue de 1.2.1.

EjeEMPLO 1.2.7. Dado X en Sfn, A = X Xgpec(z) A
morfismo adico, por 1.2.6.(3).

T
Spec(z) X es un
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DEFINICION 1.2.8. Sea ¥ L 2 en Sf e y € . Definimos la fibra de f
en el punto y como el esquema formal

M (y) = X xg Spec(k(y))

En particular, si X = Spf(B) ER 2 = Spf(A) estd en Sfy se tiene que

() = Spf(BRak(y)).

EJEMPLO 1.2.9. Sea X = Spf(A) en Sfn,e. Si A% 2, X es la proyeccién
canodnica del r-espacio formal afin sobre X, para todo x € A% y para todo
y = p(x) se tiene que

p ' (y) = Spf(A{T}®4k(y)) = Spf(A[T]®4k(y)) = Spec(k(y)[T])

Si consideramos D% L x1a proyeccién canénica del r-disco formal sobre
X, dado z € D% e y = q(x), resulta que

¢~ (y) = SpE(A[[TN)®ak(y)) = Spf(A[T]® 4k(y)) = Spf(k(y)[[T]])

1.2.10. Sea X EX 2 en Sfn y consideremos J C Ox y K C Oy Ideales
de definicién con f*(K)Ox C J. Segun 1.1.17, respecto a los Ideales de
definiciéon J y K el morfismo f se escribe

f= lm (X, 257,
neN

Entonces, de 1.1.21 resulta que

FHy) = lim £ (y)
neN

donde f,'(y) = X,, Xy, Spec(k(y)), para cada n € N.
Si ademds f es 4dico, de 1.2.6.(3) se deduce que f~!(y) es un esquema
(usual) y que f~'(y) = f,'(y), para todo n € N.

NOTACIONES. Sea X L+ P en Sfn, z € X e y = f(x) y consideremos
J C Ox y K C Oy Ideales de definicién tales que f*(K)Ox C J. A
partir de ahora y, salvo que se exprese lo contrario, cuando nos refiramos
a los anillos Oy, y a Oy, estaremos considerando en ellos las topologias

JOx, y KOg y-adicas, respectivamente. Y denotaremos por 633\1 y 6@\3/
los anillos completos de Ox, y Oy, para las topologias JOx, y KOg -
adicas, respectivamente.

DEFINICION 1.2.11. Sea X L 2 en Sfn. Dado z € X e y = f(x), se
define la dimension algebraica relativa de f en x como

dim,, f = dim, f~1(y)

SiJ C Ox y K C Oy son Ideales de definicién tales que f*(K)Ox C J,
resulta que

dim, f = dim Oy -1(,), = dim Ox, ®oy , k(y) = dim Oz, © 5= k)
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yva que la topologia en 633\1 ®O/®\ k(y) es la j@—édica y, por lo tanto,
Y

Ofﬂm@)@/@\yk(y) = Oxp @p— k(y)-
Por otro lado, se define la dimensién topoldgica relativa de f en x € X
como

dimtop,, f = dimtop, f ()
SiJ C Ox y K C Oy son Ideales de definicién tales que f*(K)Ox C J,y

Xo Jo, Yy es el morfismo inducido por estos ideales, se verifica que:
dimtop,, f = dim, f;*(y) = dim, fo

1.2.12. Dado X EN 2 en Sfny x € X, se tiene que dim, f > dimtop,, f.
Ademsds, si f es un morfismo adico por 1.2.10 se verifica la igualdad. Por
ejemplo:

(1) SiA% 2, % es la proyeccién canénica del r-espacio formal affn sobre
X, para todo = € A se tiene que

dim, p = dimtop, p = dim k(y)[T] =r

donde y = p(x). Por el contrario, si consideramos D’ L % la
proyeccién candnica del r-disco formal sobre X, un punto x € D% e
y = ¢(x) su imagen, resulta que

dim, ¢ = dim k(y)[[T]] e dimtop,, ¢ = dim k(y) = 0

(2) Si X es un esquema usual noetheriano y X’ es un subesquema
cerrado de X, recordemos que el morfismo de complecién de X a
lo largo de X', X xr %, X, en general no es adico. Sin embargo,
para todo = € X, x+ se verifica que

dim, x = dim k(z) = dimtop, x = 0

DEFINICION 1.2.13. [EGA 1, (10.14.1) y (10.14.2)] Sea X un esquema
formal localmente noetheriano e Z C Oy un Ideal coherente. Si llamamos®
X' := Supp(Ox/7) se tiene que X’ C X es un cerrado y que (X', (Ox/Z)|x’) es
un esquema formal localmente noetheriano. Se dird que X’ es el subesquema
formal cerrado de X definido por Z o, simplemente, el subesquema cerrado

de X definido por 7.

1.2.14. Sea X en Sfn, J C Ox un Ideal de definicién y X’ C X un subes-

quema cerrado. Entonces se verifica que ¥’ = lim X, donde X/, C X,, =
—
neN

es el subesquema cerrado definido por + ara
(X, 0x/T™H) es el subesq do definido por (J"*1+7)/ 71, p
todo n € N.

8[EGA I, (0.3.1.5)] Si F es un haz sobre un espacio topoldégico X, el soporte de F es
Supp(F) := {z € X tal que F, # 0}
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1.2.15. Anéalogamente al caso de esquemas, dado X en Sfn existe una co-
rrespondencia biunivoca entre los Ideales coherentes Z de Ox y los subesque-
mas cerrados X' — X dada por X' = Supp(Ox/Z), Ox = (Ox/L)|x-

En particular, sea X = Spf(A) donde A es un anillo J-ddico noetheriano.
Dado un ideal I C A se verifica que A/I es un anillo J(A/I)-a4dico y X' =
Spf(A/I) es un subesquema cerrado de X.

DEFINICION 1.2.16. [EGA I, p. 442] Un morfismo 3 7, % en Sfn es un

. . . f .
encaje cerrado si se factoriza como 3 — X’ — X donde f es un isomorfismo
de 3 en un subesquema cerrado X’ de X.

PROPOSICION 1.2.17. Dado X EX ) un morfismo adico en Sfn las si-
guientes condiciones son equivalentes:
(1) El morfismo f es un encaje cerrado
(2) Dado K C Og un Ideal de definicion y J = f*(K)Ox su extension,

el morfismo inducido X ELN Yy es un encaje cerrado.
(3) Dado K C Oy un Ideal de definicion y J = f*(K)Ox el Ideal de

., . . . f
definicion de X correspondiente, los morfismos inducidos X, ——
Y,, son encajes cerrados, para todo n € N.

DEMOSTRACION. La equivalencia (1) < (2) es [EGA III;, (4.8.10)] y
la equivalencia (2) < (3) es inmediata. O

DEFINICION 1.2.18. Un morfismo X EN ) en Sfn se dice que es un pseudo
encaje cerrado si dados J C Ox y K C Og Ideales de definicién tales

que f*(K)Ox C J, los morfismos inducidos por f, X, ELN Y,, son encajes

cerrados, para todo n € N. En particular, si X EX ) es un pseudo encaje
cerrado, f(X) es un cerrado de ).

Veamos que la definicién no depende de los Ideales de definicion escogi-
dos. Para ello podemos suponer que X = Spf(A) I, ) = Spf(B) estd en
Sfnse v que J = J2, K = K®. Entonces dados J' = J'® C Oy, K' =
K'® C Og Ideales de definicién tales que f*(K')Ox C J', existe ng > 0
tal que J" C J', K™ C K’. El morfismo B — A induce los siguientes
diagramas conmutativos

B/Kno(n+1) . A/Jno(n+1)

| l

B/Kln+1 A/J/n+1

de donde se deduce que B/K™t1 — A/J"™*H! es sobreyectivo, para todo
n € N. Por lo tanto, (X, Ox/J" ) — (9, 09/K™ 1) es un encaje cerrado,
para todo n € N.

EJjEMPLO 1.2.19. Dado X un esquema noetheriano y X’ € X un sub-
esquema cerrado dado por un Ideal Z C Ox, por 1.1.13 y 1.1.17 se verifica
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que
X/X’ i) X = hin> ((X/,OX/In+1) R—”) (X, OX))
neN
y, por lo tanto, el morfismo de complecién de X a lo largo de X’ es un
pseudo encaje cerrado.

Notese que, un pseudo encaje cerrado adico es un encaje cerrado. Sin
embargo, para los pseudo encajes cerrados no se tiene la caracterizacion
analoga a la Proposicién 1.2.17 :

EjemMPLO 1.2.20. Dado K un cuerpo, consideremos la proyeccién cané-

nica ]D)épec( K) 2, Spec(K). Si tomamos [[T]]2 como Ideal de definicién de
Dépec( K) 8¢ verifica que pg = lgpec(x) €8 un encaje cerrado. Sin embargo, los

morfismos Spec(K[T]/(T)**1) 2% Spec(K) no son encajes cerrados, para
todo n > 0y, por lo tanto, p no es un pseudo encaje cerrado.

PROPIEDADES 1.2.21. Sean X 2> 2 vy D L S dos morfismos en Sfn. Se
cumple que:
(1) Si fy gson (pseudo) encajes cerrados entonces go f es un (pseudo)
encaje cerrado.
(2) Si f es un (pseudo) encaje cerrado, dado )’ h, 2 en Sfn se tiene
que X9y = X X9 Q) estd en Sfn y que Xgy EiN 2’ es un (pseudo)
encaje cerrado.

DEMOSTRACION. Por 1.2.6 basta probar las propiedades para los pseudo
encajes cerrados. Para demostrar la propiedad (1) sean J C Ox, K C Oy
y L C Og Ideales de definicién con f*(K)Ox C J, ¢*(£L)Oy C K y las
correspondientes expresiones para f y g como limite directo de morfismos
de esquemas

f:hin,(an—n’ n) gzhin,(yng—n’sn)

neN neN
Por 1.1.18 se tiene que gof = lim gy,o f, y entonces la afirmacion es conse-
neN

cuencia de que los encajes cerrados en Sch son estables para la composicion.
Para demostrar (2), sea ' C Ogy un Ideal de definicién con h*(K)Og C K’

y tal que, aplicando 1.1.17, h = lim v, LN Y,). Entonces, por 1.1.21 se

neN
tiene que
I’ ’ 1 fn /
:{QJ/ %@ Xn XYn Yn—>Yn
h = hin> hn
neN
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Por hipétesis f,, es un encaje cerrado y como los encajes cerrados en Sch son
estables por cambio de base se tiene que f] es un encaje cerrado de esquemas
noetherianos, ¥n € N. Por tltimo comprobemos que Xgy estd en Sfn. Como
la cuestién es local, podemos suponer que X = Spf(4), Y = Spf(B), Y’ =
Spf(B’) y que los Ideales de definicién son de la forma J = J&, K = K&
y K' = K'® para ciertos ideales J C A, K C¢ By K' C B'. Se tiene que
Xgy = Spf(A’) donde A’ := A@p B’ es el completado de A ®@p B’ respecto a
la topologfa J-(A®p B')+ K'-(A®p B')-4dica. Veamos que A’ = ARpB' es
noetheriano. Si ponemos J' = J(A®pB')+ K'(A®pB'), el morfismo corres-
pondiente al encaje cerrado f) via la equivalencia de categorfas (1.1.10.1),
B'/K' — A’/J es sobreyectivo. Entonces, por [E, Theorem 7.16] B’ — A’
se factoriza por un morfismo B'[[Ty,T5,...,T,]] — A’ que es sobreyectivo,
con lo cual A’ es un anillo noetheriano. O

DEFINICION 1.2.22. [EGA 1, (10.15.1)] Dado X EN 2 en Sf, el morfismo

1x,1 . .
X M X xg X dado por la propiedad universal del producto fibrado,

se llama morfismo diagonal y se denota por Ax. Se dice que f es separado
si Ax(X) C X xg9 X es un cerrado.

1.2.23. [EGA I, (10.15.2)] Si X L 9 esté en Sfny 7 € Ox y K C Oy
son Ideales de definicién con f*(K)Ox C J se tiene que

f es separado < X Jo, Yy es separado

Aplicando [EGA I, (5.3.1)], 1.1.18 y 1.1.21 se deduce que los morfismos
separados en Sfn son estables para la composicién y para cambio de base.
Ademds, se verifica que todo (pseudo) encaje cerrado es separado.

Por otro lado, en [EGA 1, (10.15.5)] se prueba que, si X xg X estd en

Sfn, X ER Q) es separado si, y s6lo si, Ax es un encaje cerrado.
DEFINICION 1.2.24. Dado (2, Og) en Sfn y 4l C 2 un abierto, se verifica
que (U, Oxlgy) es un esquema formal noetheriano ([EGA I, (10.4.4)]) y se

dice que U es un subesquema abierto de ). Un morfismo X ERN ) se dice que
es un encaje abierto si existe U C ) un abierto tal que f se factoriza en

x4 49
donde g es un isomorfismo.

OBSERVACION. Es conocido que dado X L v % S en Sch con f un
encaje cerrado y g un encaje abierto el morfismo go f se factoriza en ¢’ o f’
donde ¢’ es un encaje cerrado y f’ es un encaje abierto. Sin embargo, en
Sfn el resultado andlogo no es cierto y puede consultarse un contraejemplo

en [AJL2].
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DEFINICION 1.2.25. Un morfismo X ER ) en Sfn es radical si dados
J C Oxy K C Og Ideales de definicién tales que f*(K)Ox C J el morfismo

de esquemas inducido Xy ELN Y, es radical®.
Veamos que la definicién es independiente de los Ideales de definicién
escogidos. En efecto, dados J' C Ox y K' C Oy Ideales de definicién tales

fo . .
que f*(K')Ox C J' el morfismo de esquemas X} — Y{ es inyectivo ya
que como aplicacién de conjuntos coincide con fy. Ademads, dado x € X se
tiene que los cuerpos residuales de los anillos locales Ox ., Ox, 2 ¥ OX(’),;):
coinciden, de donde se sigue que f{ es un morfismo radical.

1.2.26. De [EGA 1, (3.7.3) y (3.7.6)] se deduce que:

(1) Los morfismos radicales son estables para la composicién de mor-
fismos y para cambio de base noetheriano.

(2) Todo monomorfismo es un morfismo radical. En particular, los
encajes abiertos, los encajes cerrados y los pseudo encajes cerrados
son morfismos radicales.

1.3. Condiciones de finitud de morfismos de esquemas formales

Esta seccién se ocupa de las condiciones de finitud para morfismos en
Sfn, que generalizan las propiedades andlogas en Sch. En la clase de los
morfismos adicos se estudian los morfismos de tipo finito y los morfismos
finitos, definidos en [EGA 1, §10.13] y [EGA III;, §4.8 ]. En la amplia clase
de los morfismos no adicos estudiaremos los morfismos de pseudo tipo finito
y los morfismos pseudo finitos (véase, por ejemplo, [AJL1, p. 7]). Adema4s,
y generalizando a los morfismo cuasifinitos en Sch, se definen los morfismos
pseudo cuasifinitos y los cuasirevestimientos y se establecen sus propiedades
bésicas. Al final de la seccién se dan los sorites para una propiedad P de
morfismos en Sfn (Proposicién 1.3.15).

DEFINICION 1.3.1. Un morfismo X EN ) en Sfn es de pseudo tipo finito
(pseudo finito) si existen J C Ox y K C Og Ideales de definicién con

fH(K)Ox C J y tales que el morfismo de esquemas inducido, X fo, Y, es
de tipo finito (finito, respectivamente). Si ademas f es ddico se dice que es
de tipo finito (finito, respectivamente).

Observemos que si f esta en Sch la definiciones anteriores coinciden con
las conocidas de morfismo de tipo finito y de morfismo finito.

PROPIEDADES 1.3.2. Sea X L ) en Sfn.

(1) El morfismo f es de pseudo tipo finito si, y sélo si, para cada y € 9),
existe U C Q) un abierto afin y existe 4 C X abierto afin con z € 4

9EGA I, (3.7.2)] Un morfismo de esquemas X % Y es radical si satisface las si-
guientes condiciones equivalentes: 1) es universalmente inyectivo 2) es inyectivo y para
todo z € X, la extensién de cuerpos k(x)|k(g(x)) es radical.
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y f() € U de modo que f|y se factoriza en
u LDy, Zw
P4
donde 7, s € N, j es un encaje cerrado y p es la proyeccién canénica.
(2) El morfismo f es de tipo finito si, y sélo si, para cada y € ), existe

U C ) un abierto afin y existe 4 C X abierto afin con x € X y
F () € U de modo que f|y se factoriza en

UL Aan Ly
donde r € N, j es un encaje cerrado y p es la proyeccién canénica.
(3) El morfismo f es pseudo finito si, y s6lo si, para cada y € ), existe

0 C 2 un abierto afin con f~1(0) = 4 C X abierto afin y existe
s € N tal que f|y se factoriza en

ulpy 2w
donde f’ es un morfismo finito y p es la proyeccién candnica (cf.
[AJL1, p. 15]).
(4) El morfismo f es finito si, y sélo si, para cada y € ), existe U C Q)

un abierto affn con f~1(Y) = U C X abierto afin y tal que I'(4, Ox)
es un I'(Y, Og)-mdbdulo de tipo finito.

DEMOSTRACION. Como son propiedades locales podemos suponer que
X = Spf(4) ER ) = Spf(B) estd en Sfnys. Dados J C Ay K C B ideales de
definicién tales que KA C J sea Xo = Spec(A/J) ELN Yy = Spec(B/K) el
morfismo inducido por f.

Probemos la propiedad (1). Como f es de pseudo tipo finito, existe una
presentacién

B E[Tl,TQ,...,T,n] A
K K J
Este morfismo se levanta a un homomorfismo de anillos
B — B[T},Ty,...,T,] = A
y que, a su vez, se extiende a un morfismo continuo
B < B{T}([Z]) := B{T\,Ts,..., T;}[[Z1, Zo, ..., Zs]] => A (1.3.2.3)

de modo que las imégenes de los Z; en A generan J. Se comprueba ficilmente
que el morfismo de médulos graduados asociado a ¢

KA{T}|Z ZIH" er(e "
EB(( {THIZ]] + I ])]) ) DL

KA{T}H[Z]] + [[Z])~*

neN neN

es sobreyectivo y, por lo tanto, ¢ también es sobreyectivo ([B1, III, §2.8,
Corollary 2]).
Demostremos (3). Por hipétesis, existe un epimorfismo de B/K-mddulos

tBSOOA
208
K J
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para cierto t € N. Este epimorfismo se levanta a un morfismo continuo de

B-moédulos
t
@B — A

que, a su vez, se extiende a un morfismo de B-mdédulos topoldgicos

Pz, 2,..... 2] > A (1.3.2.4)

de modo que las imagenes de los Z; en A generan J. Del hecho de que ¢q
sea sobreyectivo se deduce que ¢ también ([B1, III, §2.11, Proposition 14]).

En los casos (2) y (4) KA = J y, por lo tanto s = 0. Asi, si f es de tipo
finito la factorizacién (1.3.2.3) se escribe

B—>B{T1,T2,...,Tr}—»14

y se corresponde con la dada en [EGA I, (10.13.1)]. Cuando f es finito la
factorizacién (1.3.2.4) se escribe

T
@B — A
y se corresponde con la dada en [EGA III;, (4.8.1)]. O

1.3.3. Sea X ERN 2) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito (o pseudo
finito). Como consecuencia de las propiedades anteriores se verifica que,
para todo par de Ideales de definicion J C Ox y K C Oy tales que f*(K) C

Ox C J, el morfismo de esquemas inducido X Jo, Yy es de tipo finito (o
finito, respectivamente).

OBSERVACION. En la afirmacién ¢) de la caracterizacién de los morfismos
finitos de esquemas formales dada en [EGA III;, (4.8.1)] debe anadirse la
hipétesis de que f es un morfismo adico.

PROPIEDADES 1.3.4. Dados X EN Dy D 4, & en Sfn se tienen las
siguientes propiedades:
(1) Si f y g son morfismos de (pseudo) tipo finito, el morfismo go f es
de (pseudo) tipo finito.
(2) Si fy gson morfismos (pseudo) finitos, el morfismo go f es (pseudo)
finito.
(3) Six EX 2 es un morfismo de (pseudo) tipo finito, dado )’ LA 2 un

morfismo en Sfn se tiene que X x9 Q) estd en Sfn y que Xgy LN '
es de (pseudo) tipo finito.

(4) Six ER 2 es un morfismo (pseudo) finito, dado 2’ h, 2 un mor-

fismo en Sfn se tiene que Xgy EiN 2’ es (pseudo) finito.

DEMOSTRACION. Por 1.2.6 es suficiente probar las propiedades en el
caso pseudo. Entonces, las afirmaciones (1) y (2) se deducen de 1.1.18 y de



36 1. ESQUEMAS FORMALES

los correspondientes sorites en Sch de morfismos de tipo finito y morfismos
finitos.

Para demostrar (3) y (4), por 1.1.21 y por los sorites en Sch de mor-
fismos de tipo finito y morfismos finitos, es suficiente probar que si f es
un morfismo de pseudo tipo finito entonces X xg) 9" estd en Sfn. Para
ello, podemos suponer que X = Spf(A), P = Spf(B) e Y’ = Spf(B’) con
JC A, K CByK' C B ideales de definicién. Veamos que A’ = A®pB’
es noetheriano. Por hipdétesis, se tiene que B/K — A/J es de tipo finito.
Entonces, por cambio de base, resulta que B'/K' — A/J®p,x B'/K' es de
tipo finito y, como A" = lim (A/J" M @p 1 B' /K1), andlogamente a

neN
lo hecho en la demostracién de la Propiedad 1.3.2.(1), se tiene un morfismo
B{T,Ts,..., T.)}[Z1, Za,...,Zs]] - A’ sobreyectivo. Entonces A’ es un
anillo noetheriano y, por lo tanto, Spf(A’) esta en Sfn. O

DEFINICION 1.3.5. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito.
Se dice que f es pseudo cuasifinito si existen J C Ox y K C Oy Ideales de
definicién con f*(K)Ox C J y tales que fy es cuasifinito’’. Diremos que f
es pseudo cuasifinito en x € X si existe U C X un abierto con x € U tal que
f|u es pseudo cuasifinito.

Notese que si X ERN 2) es un morfismo en Sfn pseudo cuasifinito entonces,
para todo par de Ideales de definicion J C Ox y K C Og tal que f*(K) C

Ox C J, el morfismo de esquemas inducido X Jo, Y es cuasifinito.

PROPIEDADES 1.3.6. Los morfismos pseudo cuasifinitos verifican las si-
guientes propiedades:

(1) Los encajes cerrados, los pseudo encajes cerrados y los encajes
abiertos son pseudo cuasifinitos.

(2) Si % EN D v Y L S son dos morfismos pseudo cuasifinitos, el
morfismo g o f es pseudo cuasifinito.

(3) Six EN 9 es pseudo cuasifinito, dado )’ h, 2) un morfismo en Sfn
se tiene que Xqy EiN 2’ es pseudo cuasifinito.

DEMOSTRACION. La demostracién es consecuencia inmediata de las pro-
piedades analogas en Sch. O

En Sch se verifica que un morfismo es étale si, y sélo si, es liso y
cuasifinito. Sin embargo, se verd que en Sfn no todo morfismo liso y pseudo
cuasifinito es étale (Capitulo 3). De ahi que sea necesario definir una nocién
mas fuerte que la de morfismo pseudo cuasifinito y que generalize a los
morfismos cuasifinitos en Sch: los cuasirevestimientos.

10[EGA I, (6.11.3)] Sea X 2, ¥ un morfismo de esquemas de tipo finito. El morfismo
f es cuasifinito si satisface las siguientes condiciones equivalentes: 1) Todo punto z € X
es aislado en f~'(f(z)). 2) Para todo x € X, el esquema f~'(f(z)) es finito sobre k(z).
3) Para todo z € X, Ox,z @0y 4,y k(f(2)) es k(f(z))-finito.
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DEFINICION 1.3.7. Sea X EX ) en Sfn un morfismo de pseudo tipo
finito. El morfismo f es un cuasirevestimiento si para todo en = € X,
(935736@)@@’”1)]{:(]‘@)) es un k(f(z))-médulo de tipo finito. Se dird que f es
un cuasirevestimiento en x € X si existe U C X un abierto con x € U tal que
fls es un cuasirevestimiento.

Observemos que dados J C Ox y K C Oy Ideales de definicién tales
que f*(J)Ox C K, para todo x € X resulta que

O%,a:®(’)@’f(z)k(f(x)) = <h_m OXn,:v ®Oyn’f(z) k(f(x))
neN

EJEMPLO 1.3.8. Si X es un esquema localmente noetheriano y X’ C X
es un subesquema cerrado el morfismo de complecién X = X, x/ % X es un
cuasirevestimiento. De hecho, para todo = € X se tiene que

Ox,4®0y ok (K(2)) = k(r(2))
PROPIEDADES 1.3.9. Los cuasirevestimientos verifican las siguientes pro-
piedades:
(1) Los encajes cerrados, los pseudo encajes cerrados y los encajes
abiertos son cuasirevestimientos.
(2) Six I, 2 vy L & son dos cuasirevestimientos, el morfismo g o f
es un cuasirevestimiento.
(3) Six EN 92 es un cuasirevestimiento, dado )’ LR 2) un morfismo en

. f . -
Sfn se tiene que Xgy ~— 2’ es un cuasirevestimiento.

DEMOSTRACION. Es inmediata. O

ProPIEDAD 1.3.10. Si X EN ) es un cuasirevestimiento en x € X en-
tonces:
dim, f =0
DEMOSTRACION. Es consecuencia de que 03&1@0@ s B(f(2)) es arti-
niano. U

PROPOSICION 1.3.11. Sea X EX 2 en Sfn un morfismo de pseudo tipo
finito. Si f es un cuasirevestimiento, entonces f es pseudo cuasifinito. Y si
f es ddico se verifica el reciproco.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es un cuasiresvestmiento y sean
J C Ox y K C Og Ideales de definicién tales que f*(K)Ox C J. Para todo
x € X y para todo y = f(x), Ox7x®o@’yk(y) es un k(y)-médulo finito y, por
lo tanto,

OXO,QU _ Ox,z

= 2 (%) k
mYO,yOXo,m jo%,x Oyo,y (y)

es k(y)-finito, de donde se sigue que f es pseudo cuasifinito.
Si f es un morfismo pseudo cuasifinito adico, en 1.2.10 hemos visto que

f~Y () = fy ' () v, por lo tanto,
O o0/ Mo,y Oxo e = OX,m@O@,yk(y)
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para todo x € X con y = f(x). De donde se sigue que f es un cuasireves-
timiento. 0

COROLARIO 1.3.12. Todo morfismo X EN ) finito en Sfn es un cuasire-
vestimiento.

DEMOSTRACION. Dados J C Ox y K C Oy Ideales de definicién tales

que f*(K)Ox C J por hipétesis se tiene que X Jo, Y) es finito y, por lo
tanto, cuasifinito. Como ademas f es adico el resultado es consecuencia de
la proposicién anterior. O

Sin embargo y, tal como muestra el siguiente ejemplo, no todo morfismo
pseudo finito es un cuasirevestimiento y, por lo tanto, pseudo cuasifinito no
implica cuasirevestimiento.

EJEmMPLO 1.3.13. La proyeccién canénica DY 2, X no es un cuasireves-

timiento ya que dim, p :( : r > 0, para todo x € X. Pero el morfismo
1.2.12.(1

de esquemas py = 1x, es finito.

1.3.14. En resumen, se tiene el siguiente diagrama de implicaciones es-
trictas (con las condiciones que implican morfismo ddico en cursiva):

encaje cerrado = finito = cuasirevestimiento

4 I 4

pseudo encaje cerrado = pseudo finito = pseudo cuasifinito

CUESTION ABIERTA 1. En Sch el Teorema Principal de Zariski dice que
todo morfismo cuasifinito se factoriza en un encaje abierto y un morfismo
finito. En Sfn, jes todo cuasirevestimiento la composicién de un encaje
abierto y de un morfismo pseudo finito? Bastaria probarlo en el caso adico
pero, ni siquiera en ese caso conocemos la respuesta.

En la proposicién siguiente se estudian los sorites basicos de una propie-
dad P de morfismos de pseudo tipo finito en Sfn.

PROPOSICION 1.3.15. Sea P una propiedad de morfismos de pseudo tipo
finito en Sfn y consideremos las siguientes afirmaciones:

(1) Todo encaje cerrado verifica P.

(2) Todo morfismo X I, 2 en Sfn ddico y tal que, para todo K C Oy
Ideal de definicion y J = f*(K)Ox C Ox el morfismo inducido

Xo Jo, Yo es un encaje, verifica P.

(3) La propiedad P es estable para la composicion de morfismos y para
cambio de base en Sfn.

(4) La propiedad P es estable para el producto de morfismos.

(5) Dado % EN 2 un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito y 2 56
un morfismo de pseudo tipo finito y separado en Stn, si go f verifica
P, entonces f también.
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(6) Sean X I, D yY L S dos morfismos de pseudo tipo finito. Si
g o f verifica P, entonces f también.

(7) Sea X EX 2 en Sfn y consideremos J C Ox y K C Oy Ideales de
definicion con f*(K)Ox C J tal que f = lim (X, I, Y,). Si f
neN
verifica la propiedad P, entonces f, verifica P para todo n € N.

Entonces se tienen las siguientes implicaciones:
(3) = (4)

(1), (3) = (5), (7)

(2), (3) = (6), (7)

DEMOSTRACION. La prueba de (3) = (4) se hace igual que en el caso de
esquemas (cf. [GD, (5.5.12)]). La implicacién (1), (3) = (5) es anéloga a
la del caso de esquemas utilizando 1.3.4.(1), 1.3.4.(3) y [EGA I, (10.15.4)].
Para ver que (1), (3) = (7) consideremos los siguientes diagramas conmu-
tativos:

donde i, j, son los encajes cerrados candnicos, Vn > 0. De (1) y (3) se
deduce que f o1, = j, o f, verifica P y entonces, como todo encaje cerrado
es un morfismo separado, el resultado es consecuencia de (5).

Por otro lado, (2) = (1) y entonces por lo demostrado antes se tiene que
(2), (3) = (4), (7). Finalmente, veamos que (2), (3) = (6). Sea I'f el tinico
morfismo que hace conmutativo el diagrama

donde el cuadrado es cartesiano. Consideremos J C Ox, K C Oy y L C
Og Ideales de definicién con f*(K)Ox C J, g*(£)Ogy C K y escribamos

f= h_m> X, ELR Y., g= hin> Y, & 8, respecto a estos ideales. Si para
1€N €N
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cada n € N,I'y, es el inico morfismo que hace conmutativo el diagrama

X, — &l g

donde el cuadrado es cartesiano, se verifica que

I'y= lim Iy,
neN

El morfismo I'f es adico y, como I'y, es un encaje, para todo n € N (cf.
[EGA 1, (5.1.4)]) por (2) se tiene que I'¢ verifica P. Ahora bien, como go f
tiene la propiedad P entonces por (3) h también y, de nuevo por (3) resulta
que f = holy cumple P. O

COROLARIO 1.3.16. En las hipdtesis de la Proposicion 1.3.15, si P =
(pseudo) encaje cerrado, (pseudo) finito se verifican (1) y (3) y, entonces se

tienen (4), (5) y (7).

DEMOSTRACION. Trivialmente se tiene que todo (pseudo) encaje cerrado
es (pseudo) finito y, por lo tanto P verifica (1). Ademds, en 1.2.21.(1) se ha
visto que los (pseudo) encajes cerrados son estables para la composicién vy,
en 1.3.4.(2) se ha probado que los morfismos (pseudo) finitos son estables
para la composicién, de donde se sigue que verifican (3). U

COROLARIO 1.3.17. En las hipdtesis de la Proposicion 1.3.15, si P =
separado, radical, (pseudo) tipo finito, pseudo cuasifinito, cuasirevestimiento
se satisfacen (2) y (3) y, por lo tanto, se cumplen (4), (6) y (7).

DEMOSTRACION. Si f es un morfismo con la propiedad P se comprueba
facilmente que satisface (2). Ademds los morfismos con la propiedad P son
estables por composicién (¢f. 1.2.23, 1.2.26.(1), 1.3.4.(1), 1.3.6 y 1.3.9). O

1.4. Morfismos planos y morfismos de compleciéon

En la primera parte de esta seccién se estudian los morfismos planos en

Sfn. Cuando un morfismo f = lim f, es adico, el Criterio local de plani-
neN

tud para esquemas formales (Proposicién 1.4.7) relaciona el cardcter plano
de f y de los morfismos f,, para todo n € N. Sin embargo, en ausencia
de la hipdtesis ddica esta relacién no se tiene (Ejemplo 1.4.5). En la se-
gunda parte se estudian los morfismos de complecién en Sfn, una clase de
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morfismos planos que son pseudo encajes cerrados (por lo tanto, son aplica-
ciones topoldgicas cerradas) y que jugaran un papel esencial en los teoremas
principales del Capitulo 3 (Teorema 3.5.1, Teorema 3.5.2 y Teorema 3.5.3).

DEFINICION 1.4.1. Un morfismo X EN 2 es plano en x € X si Ox, es un
Oy f(z)-m6dulo plano. Diremos que f es plano si es plano en x, para todo
z e X.

1.4.2. Dados J C Oxy K C Oy Ideales de definicién con f*(K)Ox C J,

o —

si 63:,3 ¥ Oy, f(x) son los anillos separados y completos de Ox, y Og f)
para las topologias JOx . y KOy (z)-ddicas, por [B1, I, §5.4, Proposition
4] se verifica que son equivalentes:

(1) f esplanoen z € X

(2) Ox es un Oy ¢(zy-mddulo plano

(3) 6357\35 es un O/Q,f\(x)—médulo plano

LEmA 1.4.3. [AJL1, 7.1.1] Un morfismo Spf(A) EN Spf(B) es plano si,
y solo si, A es un B-mddulo plano.

DEMOSTRACION. Si f es plano para todo m C A ideal maximal, con
n = f~Y(m) se verifica que Afmy es un Byy-mddulo plano y por [B1, III,
§5.4, Proposition 4] se tiene que Ap es un Bp-médulo plano. Por lo tanto,
A es un B-médulo plano. Reciprocamente, si A es un B-médulo plano,
entonces Agpy es un Byg-mddulo plano para todo p C A ideal primo y
q= f~(p) y, en particular para todo p C A ideal primo abierto. (]

1.4.4. Como la planitud es una cuestion local, el lema anterior implica
que:

(1) Los encajes abiertos son morfismos planos.
(2) La planitud es estable para la composicién de morfismos, para cam-
bio de base y para el producto de morfismos.
(3) Si X es un esquema (usual) noetheriano y X’ C X un subesquema
cerrado el morfismo de compleciéon X,y % X' es plano.
Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que la propiedad “ser plano”
en general no verifica el enunciado (7) de la Proposicién 1.3.15.

EJEMPLO 1.4.5. Si K es un cuerpo y Ak = Spec(K|[T]) consideremos el

cerrado X' = V((T)) € AL.. El morfismo canénico de complecién de Ak a
lo largo de X'’

D} & AL
es plano y, sin embargo, los morfismos
Spec(K[T]/{T)"*") == Aj

no son planos, cualquiera que sea n € N.



42 1. ESQUEMAS FORMALES

PROPOSICION 1.4.6. Sea X ERN Y en Sfn con Y un esquema usual, J C

Ox un Ideal de definicion y denotemos por X, = (X,0x/J") Iy los
morfismos inducidos por f, para cada n € N. Si f, es un morfismo plano,
para todo n € N, entonces f es un morfismo plano.

DEMOSTRACION. (¢f. [Ma, Theorem 22.1]) Podemos suponer que X =
Spf(A), que J = J* con A un anillo J-ddico noetheriano y que ¥ =
Spec(B). Veamos que A es una B-dlgebra plana. Para ello sea K C B un
ideal y probemos que la aplicacién K’ := K @5 A - A es inyectiva. Como
K’ es un A-mddulo finitamente generado, es completo para la topologia J-
ddica y, por lo tanto N J"H K’ = 0. Sea = € ker(u). Por hipdtesis, para

neN
todon € N, A/J"*! es B-dlgebra plana y, por lo tanto los morfismos
K’ A A wwrir A
7:KI®A—:K®B sl
Jn+1g7 Jn+l Jn+1 Jn+1
son inyectivos, para todo n € N. Se deduce que z € J*"' K, para todo
n € N, con lo cual x = 0. U

El Ejemplo 1.4.5 muestra que no se verifica el reciproco de este resultado.

PROPOSICION 1.4.7 (Criterio local de planitud para esquemas formales).
Sea X s, 2 un morfismo adico, K un Ideal de definicion de ), J =

ff(K)Ox y Xy EiN Y, los morfismos inducidos por f, para cada n € N.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es plano.
(2) fn es plano, para todo n € N.

(3) fo es plano y ToriQm (Ox,0y,) = 0.
(4) fo es plano y J = f*(K).
Ademds, [ es ddico y plano si y sélo si, fo es plano y J = f*(K).

DEMOSTRACION. Podemos suponer que ¥ = Spf(A) =N 2 = Spf(B)
estd en Sfn. Entonces si K = K se tiene que J = (KA)® y la proposicién
es consecuencia del Lema 1.4.3 y del Criterio local de planitud para anillos
(¢f. [Ma, Theorem 22.3]). O

En el Ejemplo 1.1.7 hemos visto como a partir de un esquema (usual) X
localmente noetheriano y un subesquema cerrado de X’ C X se obtiene un
esquema formal localmente noetheriano X, x/, llamado complecion de X a

lo largo de X’ y, se tiene un morfismo canénico X /X L, X. A continuacién
se define la compleciéon de un esquema formal X en Sfn a lo largo de un
subesquema formal cerrado X’ C X. A pesar de que la construccién es
natural no aparece en las referencias basicas de esquemas formales, y dado
que los morfismos de complecién serdn utilizados mas tarde, hemos optado
por incluirlos aqui.
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DEFINICION 1.4.8. Sea X en Sfny X’ C X un subesquema formal cerrado
dado por un Ideal 7 de O%. Dado J un Ideal de definicién de X se define
la complecién de X a lo largo de X', y se denota por X /¥, como el espacio
topoldgicamente anillado con espacio topolégico X’ y cuyo haz de anillos
topolodgicos viene dado por

@) li Ox
, = lim ——————
x/x ;E\I (j +I)n+1
La definicién no depende del Ideal de definicién J escogido de X. En
efecto, si J' C Ox es otro Ideal de definicién para todo {4 C X abierto afin
existen r, s € N tales que J|{, C J'|g y J'|5, C J|u vy, por lo tanto

(JTla+TZlw)" C Jlg+Zly < JTlu+TIly
(TNu+Tlw® < JNE+Zly € TJlu+Ily,

: 1_ 1 1
conlo que lim Ox/(J+I)"" = lim Ox/(J" +I)"*".
neN neN
Es un ejercicio sencillo comprobar que X,y satisface las hipGtesis de

[EGA I, (10.6.3) y (10.6.4)] de donde se deduce que:

(1) X/x es un esquema formal localmente noetheriano

(2) T+T)je = lim (T+I)/(T + )" es un Ideal de definicién
neSfn
de x/:{/

(3) O.’{/x,/((z + j)/x,)nJrl — Ox/(j +I)n+1

1.4.9. Con las notaciones anteriores, si Z, = (X', Ox/(J + I)"*!) para
cada n € N, por 1.1.16 se tiene que

neN
Por otra parte, si X,, = (X,0x/J"™) v X/, = (X/,0%/J" + 1), los
morfismos candénicos
Ox Ox Ox
jnJrl - (j+z‘)n+1 - jnJrl +I

. . jn K
proporcionan los encajes cerrados de esquemas X| “ Z, — X,, para

todo n € N de modo que los siguientes diagramas son conmutativos:

/ Jm Km
X2 7z X,

L

; In Kn
X, 2z, X,

para todo m > n > 0. Entonces por 1.1.17 se tienen los morfismos canénicos
en Sfn

¥ Ly tx
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donde j es un encaje cerrado (véase la Proposicién 1.2.17). El morfismo k
como aplicacién topoldgica es la inclusién y se llama morfismo de complecion
de X a lo largo de X'.

OBSERVACION. Observemos que x es adico tinicamente si 7 estd con-
tenido en un Ideal de definicién de X, en cuyo caso X = X, y £k = 1x.

1.4.10. Si X = Spf(A) estd en Sfnys con A un anillo J-adico noetheriano,
y X' = Spf(A/I) es un subesquema formal cerrado de X, entonces

A -
I(X,0,0% )= lim — = —. A

-~

y por la equivalencia de categorfas (1.1.10.1) se tiene que X, = Spf(A)

j K
y que los morfismos X’ Lox sx» — X se corresponden con los morfismos

continuos naturales A — A — A/l

PROPOSICION 1.4.11. Dado X en Sfn y X' un subesquema formal cerrado
de X se verifica que el morfismo de complecion X 5 L, X es un pseudo encaje
cerrado plano.

DEMOSTRACION. Con las notaciones de 1.4.9 se tiene que x = h_m> Kn
neN

y, como K, es un encaje cerrado para todo n € N, se sigue que k es un
pseudo encaje cerrado. Para probar que k es un morfismo plano podemos
suponer que X = Spf(A) y X' = Spf(A/I), donde A es un anillo J-adico
noetheriano. Entonces X,y = Spf (g) donde A es el anillo completo de A
para la topologia (J + I)-ddica y, por lo tanto, es plano sobre A. Aplicando
el Lema 1.4.3 resulta que & es un morfismo plano. O

OBSERVACION. Reciprocamente, en el Teorema 3.4.4 se verd que todo
pseudo encaje cerrado plano es un morfismo de complecién.

1.4.12. Dado x L 2 en Sfn, sean X' C X e Y C P subesquemas
formales cerrados dados por los Ideales Z C Ox y £ C Og tales que
f*(L)Ox C I, es decir, f(X') €9’y denotemos X/, = (X/,0x/T" 1 +1) e
Y, = (9, 0x/K" 1+ L), paratodon € N. Si J C Ox y K C O son Ideales
de definicién tales que f*(K)Ox C J, llamemos X,, = (X,0x/J"), Y, =
(9. Op/K™1), Z, = (X,0x/(J + T y W, = (0, 0g/(K + L)),
para cada n € N. Entonces el morfismo f induce los siguientes diagramas
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conmutativos de esquemas localmente noetherianos:

X, — "y

o X Iy,
Km

z | I K

" \Zm Q Wi
Jm Jn

X ——Y) Jm

NN

X, —Y

. . f
para todo m > n > 0. Por paso al h_néI se tiene un morfismo X x — ) /9y
ne

en Sfn, que llamaremos complecion de f a lo largo de X' €)', de modo que
el siguiente diagrama es conmutativo:

x#@

|

X0~ Dy (1.4.12.5)

Lo

%l fl%’ 2)/

1.4.13. Supongamos que X = Spf(A) EN 2 = Spf(B) esta en Sfnys y que
X' =Spf(A/I) e’ =Spf(B/L) con LACI. SiJ C Ay K C B son ideales

de definicién tales que KA C J, el morfismo Xy EN Q) /gy se corresponde
via la equivalencia de categorfas (1.1.10.1) con el morfismo inducido por

B— A

B—A
donde A es el anillo completo de A para la topologia (I + J)-adica y B
denota el anillo completo de B para la topologia (K + L)-4dica.
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PROPOSICION 1.4.14. Dado X L P en Sfn, sea P’ C Y subesquema
formal cerrado y X' = f=1(2’). Entonces,

:{/Z{/ :@/QJ/ XQJ:{
DEMOSTRACION. Podemos suponer que X = Spf(A),2 = Spf(B) e
9’ = Spf(B/L) son esquemas formales afines y que J C Ay K C B son
ideales de definicién tales que KA C J. Por hipétesis, X' = Spf(A/LA) y
entonces Xz = Spf(A) donde A es el anillo completo de A para la topologia
(J + LA)-adica. Por otra parte, 9 9y = Spf(g) donde B denota el anillo
completo de B para la topologia (K + L)-adica y entonces se verifica que

BRpA=BogA=A

va que J + (K +L)A = J+ KA+ JA = J y, por lo tanto, se tiene el
resultado. O

PROPOSICION 1.4.15. Dado X EN 2 en Sfn, consideremos X' C X e
D' C Y subesquemas formales cerrados tal que f(X') C Q.
(1) Sea P una de las siguientes propiedades de morfismos en Sfn:
pseudo tipo finito, pseudo finito, pseudo encaje cerrado, pseudo
cuasifinito, cuasirevestimiento, plano, separado, radical.
Si f wverifica P, entonces f también.
(2) Ademds, si X' = 1)), consideremos Q una de las siguientes
propiedades de morfismos en Sfn:
adico, tipo finito, finito, encaje cerrado.

Entonces, si f verifica Q, f también.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es plano y veamos que fes plano.
Para ello, podemos tomar X = Spf(A) ER 2 = Spf(B) en Sfny, X' =
Spf(A/I) e Q' = Spf(B/L) con LA C I. Sean J C Ay K C B ideales de
definicién tales que KA C Jy, A y B los anillos separados y completos de A
y B para las topologias dadas por (I+J) C Ay (K + L) C B. Por [B1, III,
§5.4, Proposition 4] se tiene que el morfismo B — A es plano y, aplicando
1.4.13 y el Lema 1.4.3 resulta que fes plano.

Supongamos que f verifica una cualquiera de las otras propiedades P
y probemos que f hereda dicha propiedad. De 1.2.23, 1.2.26 y de la Pro-
posicién 1.4.11 se deduce que el morfismo de complecién Xy Z, X verifica
Py, por el Corolario 1.3.16 y el Corolario 1.3.17 se tiene que f o k verifica
P. Entonces por la conmutatividad del diagrama (1.4.12.5) se tiene que

X /¥ EN 2 /9y L, Y verifica P. Aplicando de nuevo el Corolario 1.3.16 y el

Corolario 1.3.17 resulta que J/‘\cumple P.

Por otro lado, si f es ddico de la Proposicién 1.4.14 y de 1.2.6.(3) se
deduce que fes adico. Entonces, si Q es cualquiera de las otras propiedades
y f tiene Q, por (1) se tiene que fveriﬁca 0. O
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COROLARIO 1.4.16. Dado X en Sfn y X' C X un subesquema formal ce-
rrado, se verifica que el morfismo de complecion Xy L X es de pseudo tipo
finito, pseudo finito, pseudo encaje cerrado, pseudo cuasifinito, cuasireves-
timiento, plano, separado y radical.






CAPITULO 2

Condiciones infinitesimales de morfismos de
esquemas formales

En este capitulo se definen las condiciones infinitesimales en Sfn y se
estudian sus propiedades utilizando como herramienta basica el modulo de
diferenciales.

2.1. El Médulo de diferenciales

Dado X EN Y un morfismo de esquemas de tipo finito, es conocido que el
Médulo de 1-diferenciales de X sobre Y, Qﬁ( Jy» €5 una herramienta impre-
scindible para el estudio del carécter liso, no ramificado o étale de f. En esta
seccién, se introduce el Modulo de 1-diferenciales para un morfismo X EN )
en Sfn y se estudian sus propiedades fundamentales, que seran utilizadas en
las caracterizaciones de las condiciones infinitesimales en la Seccién 2.3. Su

descripcién es mas delicada que en el caso de espacios anillados. El moédulo

de diferenciales de un morfismo X ER 2 en Sfn en el sentido de espacios
anillados no es completo, su complecion posee buenas propiedades, andlogas
a las del médulo de diferenciales en el caso de esquemas. En la primera parte
de la seccion, recordaremos algunas propiedades bésicas del mdédulo de di-
ferenciales completo ﬁh /p Para un morfismo A — B de anillos adicos. A

continuacion, se estudian propiedades del Mdédulo de 1-diferenciales, Q%e /9
para un morfismo X — ) en Sfn.

DEFINICION 2.1.1. (¢f. [EGA IVy, §0.20.4, p. 219]) Dado B — A un
homomorfismo continuo de anillos preadicos y K C B, J C A ideales de
definicién tales que KA C J, denotamos por I el nicleo del epimorfismo
continuo

A®pA — A

a1 @as ~> aj-ag

donde en A ®p A se considera la topologia producto tensor (c¢f. [B1, III,
Exercise §2.28]). Se define el mddulo de 1-diferenciales de A sobre B como
el A-médulo topolégico
I
1 —
Q=1

49
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1

con la topologia J-adica’. Denotamos por ﬁh /B el moédulo completo de

Qh /B respecto a la topologia J-adica, es decir,

Ly/s

s = Im o

En particular si B — A es un homomorfismo de anillos (discretos) se tiene
1 1
que QA/B = QA/B
DEFINICION 2.1.2. [EGA IV, (0.20.3.1)] Sea B — A un homomorfismo
continuo de anillos preadicos y L un A-mddulo topolégico. Una B-derivacion

. . . d . I
continua de A en L es una aplicacion A — L verificando las siguientes
condiciones:

(1) d € Homcontp(A, L)

(2) Para todo aj,as € A, se tiene que d(a; - ag) = ay -d(az) + as-d(ay).
Denotaremos por Dercontp(A, L) el conjunto de las B-derivaciones conti-
nuas de A en L. Obviamente Dercontp(A, L) es un subgrupo del grupo
Derp(A, L) de las B-derivaciones de A en L.

2.1.3. Dado B — A un homomorfismo continuo de anillos preadicos,

sean A 25 A® BA, AL A B A los B-homomorfismos continuos candnicos
dados por ji(a) = a ® 1, jo(a) = 1 ® a. Si denotamos por p; y py los
B—homomorﬁsmos continuos candnicos

AL Aep AL (Aep A1y A2 Ao AL (Aep A)/I?,
respectivamente, donde p es la proyeccion candnica, resulta que
dajp=p —p2: A—Qyp

es una B-derivacién continua; y se denomina derivacion candnica de A so-
bre B. La B-derivacién continua d4,/p se extiende de modo natural a una

B-derivacién continua (y que, con un abuso de terminologia llamaremos

derivacién candnica completa de A sobre B)

d ~
Ao,

de modo que el siguiente diagrama es conmutativo:

A—— A

dA/BJ J&\A/B

1 ol
QA/B - QA/B
En particular, si B — A es un homomorfismo de anillos (discretos) resulta
que dg/p =dy/B-

IN6tese que la topologia J-adica en 9114/3 coincide con la topologia cociente de la
topologfa inducida por A ®p A en I (¢f. [EGA IVy, (0.20.4.5)])
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OBSERVACION. Dado B — A un morfismo de anillos ddicos noetheria-
nos, en general Qh /p 1O €s un A-médulo completo.

EjempLO 2.1.4. [E, Exercise 16.14.a] Sea Q el cuerpo de los nimeros
racionales y R = QI[T1, T%, ..., T;]]. Entonces Q}Q/Q no es un R-médulo
finitamente generado.

NoOTACION. Dado A un anillo J-preddico, denotaremos por A-comp
la categoria de los A-mdédulos completos para la topologia J-ddica. Asi,
si B — A es un homomorfismo continuo de anillos preddicos se tiene que
Qi‘/B € A-comp.

2.1.5. Sea B — A un morfismo de anillos preddicos. SiJ C A es un ideal
de definicién denotemos por A el anillo completo de A para la topologia

J-adica. Para todo M € A-comp el isomorfismo HomcontA(Q}L‘/B,M) =

Dercontp(A, M) (c¢f. [EGA IVy, (0.20.4.8.2)]) induce el siguiente isomor-
fismo canénico de B-mddulos

HomcontA(ﬁh/B, M) = Dercontp(A, M)

B (2.1.5.1)
U ~ uody/p
Es decir, (ﬁi1 /B d A/B) es el representante del funtor
M € A-comp ~ Dercontg(A, M)
En particular, si M es un A/J-médulo se tiene el isomorfismo
HomA(ﬁh/B, M) = Derp(A, M) (2.1.5.2)

2.1.6. Dado B — A un morfismo continuo de anillos predadicos, sean
K C By J C A ideales de definicién tales que KA C J. Para cada n € N,
si ponemos A,, = A/J"" y B,, = B/K"*!, se tiene un isomorfismo canénico

() prdasp) = (Jim QY g, lim dy,/p,)
neN neN

. da/p®aAn a1
En efecto, para cada n € N se tiene que A, 0y /B ®4 A, es
una Bj,-derivacién continua y, entonces por (2.1.5.1) existe un morfismo de

Ap,-médulos Q}% /B Ln, 5\2114 /B ®4 A, tal que los siguientes diagramas son
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conmutativos:

JA/B@AAm

Am, Q}LX/B ®a4 Am

W/

A, B

da/p®AaAn

?2114/3 ®A An

dAn/Bn wn,

/B,

para cada m > n > 0. Por paso al limite inverso se concluye que existe un

morfismo de A-mddulos Ji_n}\l] Q}% /Bn 4 ﬁh /B tal que u o <1i—H1\11 da,/B, =
ne ne

C/l\A/B. Ahora bien, como lim dy,/p, € Dercontp (A, lim Q}%/Bn), por
n

o
neN eN

la unicidad salvo isomorfismo candnico del par (ﬁi1 / B,c/i\ A/ ) se deduce el
resultado.

OBSERVACION. Dado B — A un morfismo de anillos preadicos, sean
K C B, J C A ideales de definicién tales que KA C J. Como consecuencia
de 2.1.6 resulta que

(Q,lél/BadA/B) = (Q%/A, g/g) (2.1.6.3)

donde X’ B denotan los anillos completos de A y B respecto a las topologias
J y K-preadicas, respectivamente.

2.1.7. Dado A un anillo (discreto) y T = T, T5, ... T, un nimero finito
de variables, es conocido que la derivacién candnica de A[T] sobre A, d :=
dA[T)/4, viene dada por

d
P=P(T) ~ Y, 5-dT;
y que th /4 €S un A[T]-médulo libre de rango r con base

{dTy, dTy, ...,dT,}
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En el ejemplo siguiente se generaliza este hecho para los anillos de series
formales y los anillos de series formales restringidas sobre un anillo adico
noetheriano A.

EJEMPLO 2.1.8. Sea A un anillo ddico noetheriano y consideremos la
inclusion A — A{T}|[Z]| = A{T1, T>, ..., T, }[[Z1, Za, ..., Z]]. La deriva-
cién canénica A[T, Z] 4, Qi‘[T 7)/A induce la derivacién canénica completa
C/l\:z JA{T}[[Z]]/A de A{T}HZH sobre A

A{Tyz)] L Dy

P=P(T,Z) ~ SI_ 18TdT +305 lggdz

Se verifica que QL{T}[[ZH/A es un A{T}[[Z]]-médulo libre de rango r + s, ya
que

QA{T}[[Z]]/A 10, 3) A[TZ)/A . EB A{T}[[2))dT; & €P A{T}|[Z])dZ
j=1

Ademas se deduce que {dTl, dTQ, e dTr, le, cel c/i\Zs} es una base de

A{T}[[Z]]/A

PROPOSICION 2.1.9. Sea X = Spf(4) = ER 2 = Spf(B) un morfismo de
pseudo tipo finito en Sfn. Entonces QA/B es un A-mddulo de tipo finito.

DEMOSTRACION. Sean J C Ay K C B ideales de definicién tales que
KA C J. Por hipétesis se tiene que By = B/K — Ay = A/J es un morfismo
de tipo finito y, por lo tanto, 91140/30 es un Ag-mddulo de tipo finito. De

la Segunda sucesién exacta fundamental (¢f. [EGA IVy, (0.20.5.12.1)])
asociada a los morfismos de anillos discretos B — A — Ay

J
7 9114/3 ®4 Ay — 9}40/30 —0

se deduce que 9114/3 ®Ra Ay = Qh/B/JQh/B es un Ag-modulo de tipo finito y
por [EGA I, (0.7.2.7)] resulta que 9114/8 es un A-médulo de tipo finito. O

El Ejemplo 2.1.4 muestra que aunque X = Spf(A) EN 2 = Spf(B) es un
morfismo de pseudo tipo finito en Sfn, 9}4 /p O €s un A-médulo finitamente
generado, en general.

LEMA 2.1.10. Sea X = Spf(A) ER ) = Spf(B) un morfismo en Sfnye de
pseudo tipo finito. Entonces:

(1) Si B" es un anillo ddico tal que B’ es una B-dlgebra topoldgica y
A’ = B'®pA se verifica que

9}4//3/ = 9}4/3 ®A AI
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(2) Si S C A es un subconjunto multiplicativo se tiene que
Qyp{S™1 = Qrg1y/p = Vyyp ©a4 A{S™)

(3) Para cada ideal primo abierto p de A resulta que

DEMOSTRACION. Para probar (1) basta observar que la topologia in-
ducida en 9114/3 @4 A’ es la dada por la topologia de A’ y entonces como
consecuencia del isomorfismo canénico de A’-médulos Qh, /B &~ Qh /B R4 A
(¢f. [EGA IVy, (0.20.5.5)]) se verifica que

Ol =l @A o~ QY p@ad’
A'/B A/B®A [EGA I, (0.7.7.1)] A/B®A

Ahora bien, por la Proposicién 2.1.9 se tiene que ?2114/3 es un A-médulo de
tipo finito y, por lo tanto, (AZ}LV/B, = 6}4/3 ®a A
La propiedad (2) se deduce de los isomorfismos topoldgicos candnicos

QL (s hh=~ql g1 o OL_ ~ 0L .
A/B{ } A/B{ }[EGA IV, (0.20.5.9)] 5-14/B (2.1.6.3) A{S~1Y/B

La propiedad (3) es consecuencia de la propiedad (2). En efecto, para
cada ideal primo abierto p de A se verifica que:

()5l = (lim (Qp)in) 2, (lim Oy @4 Agyy)
fép IR 2

~ Q0L B A 2 QL L8 4A ~ o
A/B AP A/B=A p[EGAIV4, (0.20.5.9)] Ap/B

~ QL ~ OL
/B Ay /B

Las dos tltimas identificaciones son consecuencia del isomorfismo (2.1.6.3)
teniendo en cuenta que Ay = Ay. O

2.1.11. Sea X = Spf(A) EN 2 = Spf(B) un morfismo en Sfn,s de pseudo
tipo finito. Como consecuencia de los dos ultimos resultados se tiene que:

(1) Para todo S C A subconjunto multiplicativo, ﬁh/B{Sfl} es un
A{S~1}-médulo de tipo finito.
(2) Para todo ideal primo abierto p C A, (Q}LVB){,J} = % (Qil/B){f}

es un Ay, -mdédulo de tipo finito.

A continuacién se establecen los preliminares necesarios para la definicién
del par diferencial (Q;/m, dx/g) de un morfismo X — ) en Sfn.
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2.1.12. [EGA I, (10.10.1)] Sea X = Spf(A) con A un anillo J-adico
noetheriano, X = Spec(A4) y X' = Spec(A4/J) de modo que X = X,y
Dado M un A-médulo, se define el Ox-Mddulo topoldgico

— M
M”® = (M)/x = lim ——
;E\I Jn+lpg

Ademss, dado M = N en A-mod se corresponde con un morfismo de Ox-
Médulos M % N que, a su vez induce un morfismo de Ox-Mddulos
M 4 N
N& = lim (=—— 2 —)
nen  JrHIM JHIN

A

MA 2

Se tiene asi un funtor aditivo covariante de la categoria de A-mddulos en la
categoria de Ox-Mddulos

A-mod =5 Mod(X) (2.1.12.4)
M A ]\4A

SiM e A-mody M denota el médulo completo de M para la topologia
J-ddica, se deduce facilmente que (véase la definicién del funtor A):
(1) T(%, M%) = M.
(2) Para cada f € A, T(D(f), M>) = M.
(3) M2 = M2,

LEMA 2.1.13. Sea X = Spf(A) con A un anillo J-ddico noetheriano.
Entonces:

(1) La restriccion del funtor A a la categoria A-comp es un funtor

pleno y fiel.
(2) El funtor A\ es exacto en la categoria de los A-mddulos de tipo

finito.

(3) [EGA 1, (10.10.2)] El funtor A define una equivalencia de catego-
rias entre los A-mddulos de tipo finito y la categoria Coh(X) de los
Ox-Mddulos coherentes.

DEMOSTRACION. Para probar (1), veamos que dados M, N € A-comp,
entonces
Hom (M, N) = Homo, (M, N®)
En efecto, dado M — N en A-comp, por [EGA I, (1.3.8)] se corresponde
biunfvocamente con un morfismo M — N que, a su vez, induce un morfismo
de Ox-Médulos M2 — N2. Reciprocamente, todo morfismo M2 — N2
en Mod(X) proporciona un morfismo en A-comp

[(X, M%) =M - T(X,N°) =N

Para demostrar (2) consideremos 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesién
exacta corta de A-moédulos de tipo finito. Entonces dado p C A un ideal
primo abierto, para todo f € A\ p se verifica que 0 — M{f} — Mp —
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M {f} — 0 es una sucesién exacta corta de Agp-médulos y, por lo tanto, se
tiene que

es una sucesion exacta corta de Agp-médulos.

Por ultimo, por (1) la demostracién de (3) se limita a comprobar que
dado F € Coh(X) el A-médulo M = I'(X,F) es finitamente generado y
M?» = F (véase [McL, IV, §4, Theorem 1]). Esta comprobacién esta hecha
en [EGA I, (10.10.2.9)].

O

En la siguiente definicién se traslada al contexto geométrico de los esque-
mas formales localmente noetherianos la definicién de derivacién continua.

DEFINICION 2.1.14. Sea X EN ) en Sfn y F un Ox-Mdbdulo topoldgico.
Una Q-derivacion continua de Ox en F es un homomorfismo continuo de

haces de grupos abelianos Ox 9 F tal que, para cada 4 C X abierto si
ponemos dg = I'(44, d), se verifican las siguientes condiciones:

(1) Para todo aj, ag € T'(U, Ox) se tiene que
dg(ay - az) = ay - dy(az) + ag - dgy(ay)
(2) Para todo U C Q) abierto tal que f({U) C U se tiene que:
dy(bly - @) = bly - dy(a),
para todo b € I'(U, Og), a € ['(Y, Ox).

El conjunto de las 9)-derivaciones continuas de Oy en F se denota por
Derconty (Ox, F).

OBSERVACION. La Definicién 2.1.14 generaliza a esquemas formales la
definicién de Y-derivacién para un morfismo X — Y de esquemas usuales
(¢f. [EGA IVy, (16.5.1)]).

2.1.15. Sea X = Spf(A) — 2 = Spf(B) en Sfny y consideremos J C A
y K C B ideales de definicién tales que KA C J. Si X = Spec(4), dados
M € A-mod y d € Dercontg(A, M) se define d® € Dercontg(Ox, M*)
como

A Z d®e ., O n M
neN Jn-l—lA Jn+1M

)

En particular, la derivacién canénica completa de A sobre B, d4,p, induce
la 9)-derivacién continua

. ~ — 1
(dasp)® A dap®0yOx, QA/B

Ox

(Q)p)% = lim (=
n+1 Tn
neny JPTLA Ni HQ%/B
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DEFINICION 2.1.16. Dado X L 2 en Sfn llamamos Mddulo de 1-di-
ferenciales de f o también, Mddulo de 1-diferenciales de X sobre ) vy,
lo denotaremos indistintamente por Q} o Q%e /9’ al haz asociado al pre-

haz de Ox-Mddulos topolégicos dado localmente por (ﬁi1 / B)A, para todo

U =Spf(A) C Xy L = Spf(B) C QY abiertos con f(L) C L. Observemos
0Ol

que Qx/@

tiene estructura de Ox-Moddulo.

d ~
Sea Oy 23, Q%E /9 el morfismo de haces definido localmente por

(A s, Q)"
para cada par de abiertos aﬁr}\es = Spf(A) C Xy U =Spf(B) CQ tales
que f(H) C Y. El morfismo dx/g es una P-derivacion continua y se llama
derivacion canonica de X sobre ). Nos referiremos a (ﬁ;e/@,c/i\x/@) como el
par diferencial de X sobre ).

2.1.17. Si Spf(A) — Spf(B) estd en Sfn,¢, el par diferencial de X sobre
) es
(Q/5)" (dayp)®)
En particular, si X = Spec(A) — Y = Spec(B) es un morfismo de esquemas
usuales, resulta que (ﬁﬁ(/y,c/i\x/y) = (Qﬁ(/y,dx/y) = (6}:/;,32/;) y, coin-

cide con la definicién del par diferencial de un morfismo de esquemas afines
(¢f. [EGA IVy, (16.5.1)]).

PROPOSICION 2.1.18. Sea X ER 2 un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito. Entonces

(% /) € Coh(X)
DEMOSTRACION. Podemos suponer que ¥ = Spf(A) EN 2 = Spf(B)
esta en Sfnye. Entonces, como Q&/m = (Q}LVB)A el resultado se deduce de la
Proposicién 2.1.9 y de la equivalencia de categorias dada en 2.1.13.(3). O

EJEMPLO 2.1.19. Sea X en Sfn. Entonces por el Ejemplo 2.1.8, se tiene

que Qﬁs /x €8 un ODfV -Médulo localmente libre de rango constante e igual
AT, x
ar+s. *

PROPOSICION 2.1.20. Sea X EX 2 en Sfn y sean J C Ox y K C Oy
Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J. Entonces

(Qé/@’df/@) = ( lim Qﬁ(n/ym lim dx, /v, )
neN neN

DEMOSTRACION. Para cada n € N, el morfismo dyx/p induce una Y-

Jx/@ ®0x,,

derivacion Oy, ﬁéﬁ/@ R0y Oxn. Por [EGA IVy, (16.5.3)] existe
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un morfismo an/yn Ln, ﬁlx/@ ®ox Oxyn de Ox,,-Mdbdulos tal que para todo
m > n > 0 los siguientes diagramas son conmutativos

d_’{/@ ®0Xm

Xm/Ym
Jx/m ®0x, ~
Ox, 0% /9 ©0x O,
dXn /Y "
an/Yn

Entonces por paso al limite inverso se tiene un morfismo de Ox-Mddulos
. 1 u A1
im O /v, = Qg
neN
tal que wo lim dy, jy, = c/l\x/@. Para probar que u es un isomorfismo
neN
podemos suponer que X = Spf(A) EN 2 = Spf(B) esta en Sfnye y entonces
el resultado se deduce de 2.1.6. U

OBSERVACION. En [LNS, 2.6] se define el Mddulo de diferenciales de
un morfismo X — ) en Sfn con la caracterizacion dada en la Proposicién
2.1.20.

Dado X — Y un morfismo de esquemas en [EGA IVy, (16.5.3)] se
establece que (Q}( v d X/y) es el par universal del funtor representable F €

Mod(X) ~» Dery (Ox,F). En el Teorema 2.1.22 se generaliza este resultado
para un morfismo X — 9) en Sfn. Para ello, necesitamos definir la categoria
Comp(X) de los Ox-Mdédulos completos.

2.1.21. Dado X en Sfny J C Ox un Ideal de definicién de X denotaremos
por Comp(X) la categoria de los Ox-Mddulos F tales que

F= lim (F ®o, Ox,)
neN

Se comprueba facilmente que la definiciéon es independiente del Ideal de
definicién escogido de X.
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Por ejemplo:

(1) Dado X = Spf(A) en Sfnys y J C A un ideal de definicién para todo
A-médulo M resulta que

M
M* = lim ——— € Comp(X)
n<—€N Jn+1M

(2) Sea X en Sfn. Para todo F € Coh(X), por [EGA I, (10.11.3)] se

verifica que F = lim (F ®0, Ox,) v, por lo tanto, Coh(X) es
neN

una subcategoria plena de Comp(X). En particular, dado X EN )
un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito, por 2.1.18, se tiene que

ﬁ%e/@ € Comp(X).

Estamos ya en condiciones de probar que dado X — %) un morfismo
en Sfn de pseudo tipo finito, (Q;E/@,dx/m) es el par universal del funtor
representable

F € Comp(X) ~ Derconty(Ox, F)

TEOREMA 2.1.22. Sea X EX ) un morfismo en Sfn. Entonces dado
F € Comp(X) se tiene un isomorfismo candnico

PN £
Hom(Q%e/@, F) — Derconty(Ox, F)
u ~ uo C/l\x/@

DEMOSTRACION. Sean J C Ox vy K C (9@ Ideales de definicién tales

que f*(K)Ox C J y respecto a los cuales f = lim (X, ELN Y,). Vamos
neN

a definir la aplicacién inversa de ¢. Dada d € Derconty(Ox, F), para cada

n € N se verifica que

d@o3€ OXn S Del“yn((f))(n,.7:.(83(’)36 Oxn) y d= <h_Hl (d ROy OXn)
neN

Por otro lado, resulta que
Hom(Qﬁ(n/Yn,.7-"®@36 Ox, ) = Dery, (Ox,,, F ®0, Ox,)
y, por lo tanto, existe un unico morfismo de Ox,,-Mddulos
v, = Fn

tal que u, o dx, /v, = d ®o, Ox,, para todo n € N. Ademads, para cada
par de enteros m > n > 0 existe un unico morfismo de Oy, -Mddulos
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Q}(m /Y Lnm, Q}(n Y de modo que el siguiente diagrama

de/Ym 1 Um
Ox,, QXm/Ym — F ®ox Ox,,

can. l Unm l can. l

dx,, /v, 1 u
Ox, —== Qy, jy, — F ®ox Ox,

es conmutativo. Es decir, (uy)nen es un sistema inverso de morfismos y, por
la Proposicién 2.1.20 induce un morfismo de Ox-Mddulos

n

Qb = F = (h_rrl\ll F ®0, Ox,
ne

tal que uwo (/1\35/@ = d. Si definimos

Dercont@((’)x,}") 2, Hom(ﬁ.’l{/gyf)a
d s U

por la construccién hecha se comprueba facilmente que ¢ y ¢ son aplica-
ciones inversas. U

LEMA 2.1.23. Sea X L ) un morfismo en Sfn. Entonces dado F €
Comp(X) se tiene que

ne

y, por lo tanto, f.F estd en Comp(Q)).

DEMOSTRACION. Sean J C Ox y K C Og Ideales de definicién tales
que f*(K)Ox C J. Para cada n € N se tienen los morfismos canénicos
[+F — [iF ®0y Oy, que inducen el morfismo de Og-Modulos

[iF — lim (fiF ®oy Oy,)
neN

Para probar que es un isomorfismo podemos suponer que X = Spf(A) EN

9 = Spf(B) estd en Sfny, J = J2> y K = K® con J C A, K C B ideales
de definicién tales que KA C J. Entonces M = T'(9), f«F) es un B-médulo
completo para la topologia f~1(.J)-adica y, como K C f~!(.J) resulta que

. M
M= I ey
de donde se sigue el resultado. O

PROPOSICION 2.1.24. Dado un diagrama conmutativo en Sfn de morfis-
mos de pseudo tipo finito:

X—9

|

%l h @/
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existe un morfismo de Oy -Mddulos g*ﬁée/m — ﬁ&,/@/ definido localmente
por c/l\x/@a ® 1~ c/l\x//@/g(a) (equivalentemente, existe un morfismo de Ox-
Mdédulos le/@ — g*ﬁlx,/@, definido localmente por c/i\x/@ ~ c?x//@/g(a)). Si
el diagrama es cartesiano, el morfismo anterior es un isomorfismo.
, g*c&//@/ a1

DEMOSTRACION. El morfismo Oy — ¢,.O0x ————— g*Qx//@/ es una
)-derivacién continua. Aplicando la Proposicién 2.1.18 y el Lema 2.1.23
se tiene que g*Q;//@, € Comp(X) y, entonces por el Teorema 2.1.22 existe

un tnico morfismo de Ox-Mébdulos ﬁ; 9 g*ﬁi, Y tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

Jx/@ ol

l |

gedxsy o
9+Ox ——— g*Q.}{//Q)/

~

Equivalentemente, existe un morfismo de Ox-Mébdulos g*$2 — L

. 5 %ﬁ/@ X/
que localmente viene dado por dx pa ® 1~ dy 9y g(a).

Supongamos que el cuadrado es cartesiano. Para probar que la apli-
cacion g*ﬁi T le, /gy €5 un isomorfismo, podemos suponer que X =
Spf(A), Y = Spf(B), Y’ = Spf(B') y X' = Spf(ARpB’) estéan en Sfny y
entonces el resultado es consecuencia de 2.1.10.(1). O

Con las notaciones de la proposicién anterior, si 2 = 2)’ el morfismo
g*Q%E/m — Qé@/@ se denota por dg y se denomina la diferencial de g sobre

9.

COROLARIO 2.1.25. Dado X EN 2 un morfismo en Sfn de tipo finito
consideremos K C Oy y J = f*(K)Ox C Ox Ideales de definicion respecto

a los cuales f = hin) (X ELN Y,). Entonces para cada n € N se verifica
neN
que

1 ~ Ol
Ox., /v, = Q%9 ®ox Ox,
DEMOSTRACION. Como f es un morfismo adico, por la Proposicién 1.2.5
se tiene que los diagramas
f

X—9
X, Iy,

son cartesianos, Vn > 0. Entonces el corolario se deduce de la proposicion.
O
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En el siguiente ejemplo se muestra que si el morfismo no es ddico, el
corolario anterior no se verifica.

EJEMPLO 2.1.26. Sea K un cuerpo y DI LN Spec(K) el morfismo de
proyeccion del disco formal de dimensién 1 sobre Spec(K'). Dado el ideal de
definicién [[T]] € K[[T]]] de modo que p = h—)nji] pn se verifica que Q1 =0y,

ne

sin embargo, 2} ®0,; Ospec(r) (K[T)2dT) @ grype K = K # 0.

2.1.19

PROPOSICION 2.1.27. (Primera sucesion ezacta fundamental) Sean X EN

Dy 9, & dos morfismos en Sfn de pseudo tipo finito. Existe una sucesion
exacta de Ox-Mddulos coherentes

F(@hye) = Qe = kg — 0 (2.1.27.5)
donde ® y ¥ estdan definidas localmente por

DEMOSTRACION. El morfismo de Ox-Mddulos f*ﬁl@/e 2, Q%E/G es la

o~

diferencial de f sobre & y estd definido localmente por dg),gb®1 ~» (i\x/ef(b).

dejp o S .
Por otro lado, como Oy ——— Q%e /) €8 una G-derivacién continua, por el

Teorema 2.1.22 existe un tinico morfismo de Ox-Méddulos ﬁ%e /& 2, ﬁ%e /9 tal

que U o &\:{/6 = C/l\x/@

Para probar la exactitud podemos suponer que X = Spf(A) 4 ) =

Spf(B), P = Spf(B) 46 = Spf(C) son morfismos de pseudo tipo finito.
La sucesién de Ox-Mddulos coherentes (2.1.27.5) se corresponde via la equi-
valencia de categorias 2.1.13.(3) entre la categoria de los A-médulos de tipo
finito y Coh(X) , con la sucesién

Por 2.1.13.(2) basta probar pues que la anterior sucesién es exacta. Para
ello, consideremos J C A, K C By L C C ideales de definicién tales que
LB C K, KA C J y para cada n € N pongamos A, = A/J"" B, =
B/K"tty €, = C/L"". Para cada par de enteros m > n > 0 se tiene un
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diagrama conmutativo de A,,-médulos de tipo finito

Yo
B, /Con OBy Am —>QA s — QB —— 0

N

Ker v,
1 Pn 1 ¥n 1
Ker ¥,
donde las sucesiones horizontales se corresponden con las primeras suce-

. . . g
siones exactas fundamentales para los morfismos de anillos (discretos) C;, ==

B, ELN ny Cm I, By 2 Ap,. Como las flechas verticales son sobreyec-
tivas e Im @ es un A-mddulo de tlpo finito se deduce que

: 1 1 —
lim (QB JCn ®B, An QAn/Cn QAn/Bn 0) =
neN
0l
QB/C®BA—>QA/C—>QA/B—>O
es una sucesion exacta. O

2.1.28. Sea X 4 ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito, y sean
J C Ox y K C Og Ideales de definicién con f*(K)Ox C J de modo que

x L Y = lim (X, I, Y,). Para cada n € N, de la Primera sucesién

neN

exacta fundamental (2.1.27.5) asociada a X, ELN Y, — 2 se deduce que

Ol gy = QL g =

Xn/D ™ Xn/Yn

2.1.29. Dado ¥ <& X un encaje cerrado en Sfn (Definicién 1.2.13) se

it
tiene que el morfismo i*(Ox) — Oy es sobreyectivo. Si K := ker(i) lla-
mamos haz conormal de X' sobre X a Cyryx = K/K2.
Resulta facil comprobar que Cyr/x verifica las siguientes propiedades:

(1) Es un Ox-Médulo coherente.
(2) Si X’ C X es un subesquema cerrado dado por un Ideal coherente
T C Ox (véase la Definicién 1.2.13), entonces Cyr/x = i*(Z/1?).
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PROPOSICION 2.1.30. (Segunda sucesién ezacta fundamental) Sea X ER

) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito y X’ < X un encaje cerrado.
Eziste una sucesion exacta de Oy -Mddulos coherentes

Crrjx > "0 jgy = Dy gy — 0 (2.1.30.6)

DEMOSTRACION. El morfismo @ es el dado por la Proposicién 2.1.24 y
esta definido por dx/9a® 1 ~ dy gi(a). SiZT C Ox es el Ideal que define al

d;
subesquema cerrado i(X’) C X el morfismo ¥ es el inducido por 7 ﬂ

ﬁi/@' Para probar la exactitud podemos suponer que X' = Spf(A/I) —
X = Spf(A), 9 = Spf(B) estan en Sfnyr . Bajo estas hipétesis la Segunda
sucesion exacta fundamental se corresponde via la equivalencia de categorias

2.1.13.(3) entre la categoria de los A/I-mddulos de tipo finito y Coh(X’), con
la sucesién s A e
7= Qs @17 5 Oy — 0

Aplicando 2.1.13.(2) es suficiente ver que esta sucesién es exacta. Sean
J C Ay K C B ideales de definicién tales que KA C B y llamemos
A, = A/J" B, = B/K" I, = [+ Jvt /gt y Al = A, /1, para
cada n € N. Entonces se tienen los siguientes diagramas conmutativos de
Al -m6dulos de tipo finito

1 Sm
m
Ker @,
e 04,/B, @An Ay — Qyy yp, —— 0
n
Ker @,

donde las sucesiones horizontales son las segundas sucesiones exactas funda-
mentales de los homomorfismos de anillos (discretos) B, — A, — A, /I,y
B, — Ay — An /Ly y las flechas verticales son sobreyectivas. Como Im ¢
es un A/I-médulo de tipo finito resulta que

lim (% = Q) B, Oan Ay 2,0l W B
neN
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es una sucesion exacta. O

OBSERVACION. A lo largo de este trabajo y, andlogamente a lo hecho
en las referencias habituales (por ejemplo, [EGA IV, [AK] y [H1]) en el
uso de la Segunda sucesién exacta fundamental en Sch, cometeremos una
pequena imprecisién: escribiremos la Segunda sucesion exacta fundamental
asociada a los morfismos X = X — ) en Sfn donde i(X’) C ¥’ es un sub-
esquema cerrado dado por un Ideal Z C Oy, en cualquiera de las siguientes
formas:

5 wn ® A
Cx//x—>l Q.}{/QJ—’Q.}{//QJ_’O
[N P =
T s

Ol ® A1
72— ayp @0ox O = g = 0

Al igual que ocurre en Sch la Segunda sucesién exacta fundamental pro-
porciona una descripcién local del médulo de diferenciales de un morfismo

xL ) en Sfn de pseudo tipo finito.

2.1.31. Sea X = Spf(A) ER 2 = Spf(B) un morfismo en Sfnys de pseudo

tipo finito, de modo que se factoriza en
X = Spi(4) = Dj; = Spf(B{T}[Z])) > D = Spf(B)

donde r, s € N, p es la proyeccién canénica y j es un encaje cerrado dado
por un Ideal Z = I® C Ops, con I = (P, P, ..., B) C B{T}[[Z]]. La
p)

Segunda sucesién exacta fundamental (2.1.30.6) asociada a X < ID)X% 2, 2

se corresponde via la equivalencia de categorfas 2.1.13.(3) entre la categoria
de los A-médulos de tipo finito y Coh(X), con la sucesién

I s 1 P 1q
7z Qprryzy/ B ©(TyzZ) A — Qa5 — 0 (2.1.31.7)
Por otra parte, si llamamos d= &\B{T}[[Z”/B, hemos visto en el Ejemplo 2.1.8
que {C/Z\Tl, ATy, ..., dT,, dZy, ..., c/i\Zs} es una base del B{T}|[[Z]]-modulo

libre Qll_?{T}[[Zﬂ/B y, por lo tanto, si ai, ao,..., ar, Gry1, ..., Qrys SON las
iméagenes de Ty, 1o, ..., Ty, Z1, ..., Zs en A, por la definicién de ® se tiene
que

~ ~ ~ ~ ~ ~

Qu/p = (da/par, dajpas, ..., dajpar, da/pary1, ..., da/paris)

y por la exactitud de (2.1.31.7) se verifica que

QlB{T}[[ZH/B ®p{T[Z)] A
<C/l\P1 ®1,C/l\P2 ®1,...,C/l\Pk® 1>

~

Qa/p
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0, equivalentemente, como el funtor A es exacto,

QL. .0
Dy /9 05y, OF

Q;/

12

VY @p®l,dP®l,...,dP, ® )2

2.2. Definiciones de las condiciones infinitesimales

En esta seccion extendemos la definicion clasica de Grothendieck de las
condiciones infinitesimales en la categoria de esquemas (c¢f. [EGA IVy,

(17.1.1)]) al caso de un morfismo X EN 2 en Sfn y estudiamos algunas de
sus propiedades.

DEFINICION 2.2.1. Sea X EN ) un morfismo en Sfn. Se dice que f
es formalmente liso (formalmente no ramificado o formalmente étale) si
satisface la siguiente condicién de levantamiento:

Para todo Y-esquema afin Z y para todo T — Z subesquema cerrado
dado por un Ideal T C Oy de cuadrado nulo la aplicacion inducida

Homgy(Z, X) — Homgy(T, X) (2.2.1.8)

es sobreyectiva (inyectiva o biyectiva, respectivamente).

Asi, se tiene que f es formalmente étale si, y sélo si, es formalmente liso
y formalmente no ramificado.

Resaltemos que en la condicién de levantamiento (2.2.1.8) los esquemas
T y Z no son necesariamente localmente noetherianos.

La definicién coincide con la definicién clasica de las condiciones infini-
tesimales dada en [EGA IVy, (17.3.1)] para un morfismo de f de esquemas
(usuales).

OBSERVACION. En la condicién de levantamiento (2.2.1.8) podemos su-
poner que el Ideal Z C Oz es nilpotente. En efecto, sea Z un 2)-esquema
afin y T' C Z un subesquema cerrado dado por un Ideal Z C Oy tal que
Il = 0, para algin n € N. Si llamamos 7}, al subesquema cerrado de
Z dado por el Ideal ZF+t! c Oy, se verifica que para todo 0 < k < n, los
morfismos candnicos T}, — Tj1 son encajes cerrados dados por un Ideal de
cuadrado nulo. Entonces, la aplicacién Homg)(Tj41,X) — Homgy(T}, X) es
sobreyectiva (inyectiva o biyectiva), para todo 0 < k < n y, por lo tanto,
Homgy(Z,X) — Homgy (T, X) es sobreyectiva (inyectiva o biyectiva, respec-
tivamente).

Dado X EN 2 en Sfn, en la siguiente proposicién se prueba que la
condicién de levantamiento (2.2.1.8) se extiende a todo 9)-esquema formal
afin noetheriano 3 y a todo ¥ < 3 subesquema formal cerrado dado por un
Ideal Z C O3 de cuadrado nulo.

PROPOSICION 2.2.2. Sea X EN 2 en Stn. Si el morfismo f es formal-
mente liso (formalmente no ramificado o formalmente étale), entonces para
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todo Q-esquema formal afin noetheriano 3 y para todo ¥ — 3 subesquema
formal cerrado dado por un Ideal T C O3z de cuadrado nulo, la aplicacion
inducida

Homgy)(3,%) — Homgy(%, X) (2.2.2.9)

es sobreyectiva (inyectiva o biyectiva, respectivamente).

DEMOSTRACION. Consideremos T = Spf(C/I) — 3 = Spf(C) un sub-
esquema formal cerrado dado por I C un ideal de cuadrado nulo. Elegido
un ideal de definicién L C C el encaje T <— 3 se expresa de la forma

_ C jn C
E?IE (Tn = Spec(m) & Zp = SpeC(Ln—I—l ))

donde los morfismos j,, son encajes cerrados de esquemas afines dados por
un Ideal de cuadrado nulo. Dado ¥ = X un 9-morfismo, denotemos por ul,
los morfismos T}, — T - X de modo que los diagramas

T, <" 7,

{2

son conmutativos, para todo n € N.
Supongamos que f es formalmente liso y construyamos una coleccién de
/

f
e

/

v, ’ z
P-morfismos Z, — X tal que v)|1, = ul, y vz, , =v Se tendria asi

n—1-
un Y-morfismo v := lim (Z, 2, %) tal que v|g = u. En efecto, como f
neN

. . UI
es formalmente liso, existe un 2)-morfismo Zy — X tal que vy, = ug. Por

/
. ., . v
induccién en n, supongamos que hemos construido g)-morfismos Z,, = X
/ _ / / ! /
tales que vy, |7, = uy, vy v,lz,, = v;,_q, y definamos v}, ;. Los morfismos
/ VA
Uy, 1 Y vy, inducen un 2)-morfismo

C C w;H—l
Tn+1HZn :Spec(m XI+LCn+1 W) — X
Tn
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de modo que el diagrama

c jn+1

Tn+1

es conmutativo. Entonces, por ser f formalmente liso e ¢ un encaje cerrado
dado por un Ideal de cuadrado nulo, w/, 41 se levanta a un 2)-morfismo

,U/
Zp1 —5 X que verifica v |1, = Uy ¥ Voiq|z, = Whiilz, =Vl
Si f es formalmente no ramificado, supongamos que existen 3 — Xy
3 % X dos Y-morfismos tal que vlg = w|g = u y veamos que v = w.
Con las notaciones establecidas al principio de la demostraciéon consideremos

v=lim (Z, LX) yw= lim (Z, 21, %) de modo que el diagrama
neN neN
T, <" 7,
un
x—12y
es conmutativo. Por hipétesis se tiene que v/, = w], para todo n € Ny, por
lo tanto, v = lim v/, = lim w) = w. O
— —
neN neN

2.2.3. Un morfismo X L 2 en Sfn es formalmente no ramificado (o
formalmente étale) si, y sélo si para todo -esquema Z y para todo T' —
Z subesquema, cerrado dado por un Ideal 7 € Oz de cuadrado nulo la
aplicacion inducida Homg(Z, X) — Homgy (T, X) es inyectiva (o biyectiva,
respectivamente) (véase la Definicién 2.2.1).

COROLARIO 2.2.4. Sea X EX A en Sfn. Si el morfismo f es formalmente
no ramificado (o formalmente étale), entonces para todo )-esquema formal
noetheriano 3 y para todo ¥ — 3 subesquema formal cerrado dado por un
Ideal T C O3 de cuadrado nulo, la aplicacion inducida

Homg)(3,%) — Homgy(%, X) (2.2.4.10)

es inyectiva (o biyectiva, respectivamente).
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DEMOSTRACION. Dado (U,) un recubrimiento por abiertos formales
afines de 3, sea (Y,) el recubrimiento por abiertos formales afines de ¥
dado por U, = LV, N T, para todo a. Por [EGA I, (10.14.4)] iU, — DV,
es un encaje cerrado en Sfn determinado por un Ideal de cuadrado nulo.
Dado ¥ < X un 9)-morfismo, llamemos u, = uly,, para cada a. Si f es
formalmente liso (formalmente no ramificado o formalmente étale) por la
Proposicién 2.2.2 para cada « existe (a lo sumo existe o existe un tnico,
respectivamente) )-morfismo U, Zoy X tal que valgy, = uq. En el caso
formalmente no ramificado, por la unicidad recolectando los v, se obtiene
que a lo sumo existe Y-morfismo 3 = X tal que vlg = u. Y en el caso for-
malmente étale por la existencia y unicidad recolectando los v, se obtiene
que existe un dnico YP-morfismo 3 = X tal que vle = u. O

2.2.5. Sea Spf(A) EN Spf(B) en Sfny. Aplicando la equivalencia de
categorfas (1.1.10.1), se tiene que f es formalmente liso (formalmente no
ramificado o formalmente étale) si, y sélo si, la B-dlgebra topolégica A
satisface la siguiente condicién de levantamiento:

Para todo anillo (discreto) C' y para todo homomorfismo continuo B —
C, dado I C C un ideal de cuadrado nulo la aplicacion inducida

Homcont g(A4, C) — Homcontp(A, C/I) (2.2.5.11)

es sobreyectiva (inyectiva o biyectiva, respectivamente).

Una B-élgebra topolédgica A que verifica la condicién (2.2.5.11) se dice
que es formalmente lisa (formalmente no ramificada o formalmente étale,
respectivamente) (cf. [EGA IVy, (0.19.3.1) y (0.19.10.2)]).

Una referencia adecuada para el estudio de las propiedades fundamen-
tales de las condiciones infinitesimales para anillos preadicos es la exposicion
hecha en [EGA IV, §0.19.3 y §0.19.10]. Recordemos a continuacién algu-
nas de sus propiedades para facilitar al lector la comprension de los primeros
ejemplos de morfismos en Sfn,s que satisfacen las condiciones infinitesimales
(Ejemplo 2.2.8).

PROPIEDAD 2.2.6. Sea B — A un morfismo continuo de anillos preadicos
y consideremos J C A, K C B ideales de definicién con KA C J. Dados
J c A, K' C B ideales tal que K’'A c J', J Cc J y K C K/, si A es
una B-dlgebra formalmente lisa (formalmente no ramificada o formalmente
étale) para las topologias J y K-adicas entonces, se tiene que A es una B-
algebra formalmente lisa (formalmente no ramificada o formalmente étale,
respectivamente) para las topologias J' y K'-adicas, respectivamente.

LEMA 2.2.7. Sea B — A un morfismo continuo de anillos preddicos,
J C A, K C B ideales de definicion con KA C J y denotemos por A, B las
compleciones respectivas de A y B. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
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A es una B-dlgebra formalmente lisa (formalmente no ramificada
o formalmente étale)

A es una B-dlgebra formalmente lisa (formalmente no ramificada
o formalmente étale, respectivamente)

A es una E—a’lgebm formalmente lisa (formalmente no ramificada
o formalmente étale, respectivamente)

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que para todo anillo (discreto)
C'y para todo homomorfismo continuo B — C' se tienen las siguientes equi-
valencias:

Homcontz(A, C) = Homcont (A, C) = HOHlCODtE(A\, )
(]

Como consecuencia de la Propiedad 2.2.6 y del Lema 2.2.7 se tienen los
siguientes ejemplos:

EJEMPLO 2.2.8. Sea X = Spf(A) con A un anillo J-ddico noetheriano y
T =11, T, ..., T, un numero finito de variables.

(1)

Si consideramos en A la topologia discreta, se sigue de la propiedad
universal del anillo de polinomios que A[T] es una A-algebra for-
malmente lisa. Aplicando la Propiedad 2.2.6 y el Lema 2.2.7 se
tiene que el anillo de series formales restringidas A{T} es una A-
algebra formalmente lisa o, equivalentemente, el morfismo candnico
A’ — X es formalmente liso.

Anélogamente al ejemplo anterior, se obtiene que A[[T]] es una
A-dlgebra formalmente lisa, de donde se deduce que la proyeccién
D% — X es formalmente lisa.

Si en A consideramos la topologia discreta se sabe que, dado f € A,
Ay es una A-dlgebra formalmente étale. Entonces, resulta que la
inclusién canénica D(f) — X es formalmente étale.

Trivialmente todo morfismo sobreyectivo de anillos es formalmente
no ramificado. Entonces, dado un ideal I C A, el encaje cerrado
Spf(A/I) — X es formalmente no ramificado.

Si X' = Spf(A/I) es un subesquema formal cerrado de X, en 1.4.10
se ha visto que el morfismo de complecién de X a lo largo de X’
X% %, X se corresponde via la equivalencia de categorias (1.1.10.1)
con el morfismo continuo de anillos A — A\, donde A es el anillo

completo de A para la topologia (I 4+ J)-adica y, por lo tanto, x es
formalmente étale.

Para el estudio de las condiciones infinitesimales en Sch se utilizan herra-
mientas como el médulo de diferenciales, lo cual obliga a que dicho estudio
se centre en la clase de los morfismos de tipo finito. Esto permite obtener
caracterizaciones precisas de las condiciones infinitesimales bajo hipdtesis
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de finitud. De acuerdo con esto y, teniendo en mente que nuestro objetivo
es caracterizar las condiciones infinitesimales en Sfn, recordemos que se dis-
tinguen dos tipos de morfismos en Sfn que generalizan a los morfismos de
tipo finito en Sch: los morfismos de pseudo tipo finito y los morfismos de
tipo finito (Definicién 1.3.1). De ahora en adelante, enfocaremos el estudio
de las condiciones infinitesimales en estas clases de morfismos.

DEFINICION 2.2.9. Sea X L 2 en Sfn. El morfismo f es liso (no ra-
mificado o étale) si, y sblo si, es de pseudo tipo finito y es formalmente
liso (formalmente no ramificado o formalmente étale, respectivamente). Si
ademas f es adico, se dice que f es liso ddico (no ramificado ddico o étale
ddico, respectivamente). Asi, por la Definicién 1.3.1 se verifica que f es liso
adico (no ramificado ddico o étale adico) si es de tipo finito y formalmente
liso (formalmente no ramificado o formalmente étale, respectivamente).

En particular, si X . ¥ estd en Sch, ambas definiciones coinciden y
coinciden con la dada en [EGA IVy, (17.3.1)] y, diremos que f es liso (no
ramificado o étale, respectivamente).

TERMINOLOGIA. A partir de ahora cuando hablemos de las condiciones
infinitesimales para morfismos de pseudo tipo finito y morfismos de tipo
finito nos referiremos a ellas como las condiciones infinitesimales y las condi-
ciones infinitesimales ddicas, respectivamente.

EJEMPLO 2.2.10. Sea X = Spf(A) con A un anillo J-ddico noetheriano
y r € N. Aplicando el Ejemplo 2.2.8 se tiene que

1) El morfismo canénico A% — X es liso ddico.

2) La proyeccién D%y — X es lisa.

) La inclusién canénica D(f) — X es étale ddica.

) Dado un ideal I C A, el encaje cerrado Spf(A/I) — X es no
ramificado adico.

(5) Si X’ = Spf(A/I) es un subesquema formal cerrado de X, se tiene

(
(
(3
(4

que el morfismo de complecion Xy Z, X es étale.

Obsérvese que los ejemplos (2) y (5) no tienen andlogo en Sch. De modo
que la estructura de los morfismos infinitesimales en Sfn ha de ser diferente.

En los resultados que abarcan desde la Proposicién 2.2.11 hasta el Coro-
lario 2.2.20 se estudian las propiedades bésicas de las condiciones infinitesi-
males de morfismos de esquemas formales localmente noetherianos. A pesar
de que sus demostraciones son similares a las de los resultados analogos en
Sch, no se pueden deducir de estos, de ahi la necesidad de probarlas con
detalle.

PROPIEDADES 2.2.11. En la categoria de esquemas formales localmente
noetherianos Sfn se verifican las siguientes propiedades:

(1) La composicién de morfismos lisos (no ramificados o étales) es un
morfismo liso (no ramificado o étale, respectivamente).
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(2) El carécter liso, no ramificado y étale es estable para cambio de
base en Sfn.

(3) El producto de morfismos lisos (no ramificados o étales) es un mor-
fismo liso (no ramificado o étale, respectivamente).

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.3.15 basta comprobar (1) y (2).

Para probar (1) consideremos X I, Dy D 9, & dos morfismos lisos y
veamos que g o f es liso. Sea Z un G-esquema afin y T' — Z subesquema
cerrado definido por un Ideal Z € Oy de cuadrado nulo. Dado 7' = ¥ un
G-morfismo, como g es liso el morfismo f o u se levanta a un & morfismo
Z — %) de modo que el siguiente diagrama conmuta:

T——Z7

DY

x—1-9—2.6

Y como f es liso, existe un Y-morfismo Z - X tal que v|r = u, de donde
se deduce que g o f satisface la condicién de levantamiento (2.2.1.8) y, por
lo tanto, es formalmente liso. Aplicando la Propiedad 1.3.4.(1) se deduce
que g o f es liso. El caso no ramificado se demuestra con consideraciones
analogas.

Veamos ahora que dado X ER 2 un morfismo liso e 9’ — 2 en Sfn,
el morfismo X xg Q) EiN 2’ es liso. Sea Z un 9)-esquema afin y T — Z
un subesquema cerrado dado por un Ideal Z C Oy de cuadrado nulo, sea
T X X9 Q" un P’-morfismo. Como f es liso, se tiene que el YP-morfismo

TS X X992’ — X se levanta a un -morfismo Z — X que hace el siguiente
diagrama conmutativo

Por la propiedad universal de producto fibrado se tiene un 2)’-morfismo
Z — X x99 que coincide con u en T, con lo que f’ es formalmente liso.
Adem4s aplicando la Propiedad 1.3.4.(3) resulta que f’ es de pseudo tipo
finito y, por lo tanto, f’ es liso. De modo similar se prueba el caso no
ramificado. O
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PROPIEDADES 2.2.12. Las afirmaciones del resultado anterior se cumplen
si en el enunciado cambiamos las condiciones infinitesimales por las corres-
pondientes condiciones infinitesimales adicas.

DEMOSTRACION. Por la definicién de las condiciones infinitesimales adi-
cas, basta aplicar el resultado anterior y los sorites de morfismos adicos vistos
en 1.2.6. O

EJEMPLO 2.2.13. Sea X en Sfn y r € N. Aplicando la Propiedad
2.2.11.(2), el Ejemplo 2.2.10.(1) y el Ejemplo 2.2.10.(2) se verifica que:

T

(1) El morfismo de proyeccién Ay = X Xgpec(z) Ao

@ X es un
morfismo liso adico.

(2) El morfismo canénico D% = X Xgpec(z) D

Spec(z) X es liso.
PROPIEDADES 2.2.14. En la categoria de esquemas formales localmente
noetherianos se verifica que:
(1) Un encaje cerrado es no ramificado adico.

(2) Un encaje abierto es étale ddico.

DEMOSTRACION. Los encajes cerrados y los encajes abiertos son mono-
morfismos y, por lo tanto, son morfismos no ramificados. Trivialmente se
verifica que los encajes abiertos son morfismos lisos. O

PROPOSICION 2.2.15. Sean X EN 2,92 9, & dos morfismos de pseudo
tipo finito en Sfn. Entonces:
(1) Sigo f es no ramificado, entonces f también.
(2) Supongamos que g es no ramificado. Si go f es liso (o étale) en-
tonces, f es liso (o étale, respectivamente).

DEMOSTRACION. El apartado (1) es inmediato. Para probar (2) consi-
deremos Z un )-esquema, T' — Z un 9J)-subesquema cerrado dado por un
Ideal de cuadrado nulo y 7' ¥ un 9-morfismo. Si g o f es liso existe un
GS-morfismo Z % X tal que vlr = w y, como g es no ramificado, se tiene
que v es un P-morfismo. Ademads, por el Corolario 1.3.17 se tiene que f es
de pseudo tipo finito y, por lo tanto, f es liso. El caso étale se deduce del
apartado (1) y del argumento anterior. O

COROLARIO 2.2.16. Sea X EN 2 un morfismo de pseudo tipo finito y
PJ) 2 & un morfismo étale. El morfismo go f es liso (o étale) si, y sélo si,
f es liso (o étale, respectivamente).

DEMOSTRACION. Es suficiente aplicar la Propiedad 2.2.11.(1) y la Pro-
posicién 2.2.15. O

2.2.17. (¢f. [EGA IVy, (0.20.1.1)]) Sea B — A un homomorfismo con-
tinuo de anillos preddicos, C' una B-algebra topolédgica e I C C un ideal de
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cuadrado nulo. Dado A % C/I un B-homomorfismo continuo de anillos se
verifica que:

(1) SiAS% 0, A X C son dos B-homomorfismos continuos de anillos
tal que mddulo I coinciden con u, entonces se verifica que v — w €
Dercontp(A, I).

(2) Fijado A % C un B-homomorfismo continuo de anillos tal que coin-

cide con v médulo I y dada d € Dercontg(A, I) se tiene que A vtd,
C' es un B-homomorfismo continuo de anillos tal que coincide con
u modulo 1.

2.2.18. Dado X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito, sea Z
un P-esquema afin, T' — Z un -subesquema cerrado dado por un Ideal

T C Oz de cuadrado nulo y T = X un 9)-morfismo. Observemos que
T = i*7T tiene estructura de Op-Mddulo. De 2.2.17 se deducen los dos
resultados siguientes:

(1) Si3 % %, 3 < X son dos Y-morfismos tales que el diagrama
T g
X—9

es conmutativo, entonces el morfismo

o ot

es una 9J)-derivacién continua. El Lema 2.1.23 y el Teorema 2.1.22
implican que existe un tnico morfismo de Ox-Mddulos Q%E /9 2, Us L

que hace el diagrama

Ox dx /9 ol

x/2
ot —wt
| <

Us L
conmutativo.
2) Fijado un levantamiento 3 — X de u y dado Q2 2, usZ un
X/

morfismo de Ox-Médulos, se verifica que w! := vf + ¢ o c/i\x/@ define

otro P-morfismo Z = X tal que el diagrama

T,z

x Ly

es conmutativo.
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OBSERVACION. A partir de ahora y hasta el final de este capitulo em-
plearemos el célculo de Cech de la cohomologia®. En consecuencia y, siempre
que sea necesario impondremos la hipétesis de separacion (cada vez que se
utilize cohomologia de grado mayor o igual que 2).

PROPOSICION 2.2.19. Sea X L+ Y un morfismo en Sfn.
(1) Dado (M4)aer un recubrimiento abierto de X, f es liso (no ramifi-

cado o étale) si, y solo si, para todo o € I, i, M 2 es liso (no
ramificado o étale, respectivamente).
(2) Si (Va)res es un recubrimiento abierto de ), f es liso (no ramifi-

Fly=1my)
_ A DISY

cado o étale) si, y solo si, para todo \ € J, f~1(0))
es liso (no ramificado o étale, respectivamente).

DEMOSTRACION.

(1) Si f es liso (no ramificado o étale) por la Propiedad 2.2.14.(2) y la
Propiedad 2.2.11.(1) se tiene que f, = fl|y, es liso (no ramificado o étale,
respectivamente), Vo € I.

Para probar el reciproco establezcamos las siguientes notaciones: Z es
un -esquema afin, T' — Z es un 9)-subesquema cerrado dado por un Ideal
T C Oz de cuadrado nulo y T = X es un 2-morfismo. Se tiene que la
coleccion (u™!(4y))aes es un recubrimiento abierto de 7'y, si denotamos
por (Wy)aer €l recubrimiento abierto correspondiente en Z, resulta que
u™ (Uy) < W, es un subesquema cerrado definido por el Ideal de cuadrado
nulo Z, := Z|lw, C Ow,, Ya € I. Nétese que Z, tiene estructura de
Ou_l(ua)—Médulo.

Supongamos que f, es no ramificado, Voo y sean v,w : Z — X dos -
morfismos tal que v|r = w|r. Entonces v|,-1(5,) = wly-1(51,) ¥, aplicando
2.2.3 se tiene que vy, = w|w,, Ya, es decir, v = w y, por lo tanto, f es no
ramificado.

Veamos el caso liso. Para cada o recubramos u~! (4, ) por abiertos afines
de T', T,,,, y consideremos Z,, los abiertos correspondientes en Z. Entonces,
simplificando la notaciéon y admitiendo repeticiones en el recubrimiento de
X, podemos suponer que los recubrimientos de Ty de Z son afines y que
estan indicados por el conjunto de indices I. Como los morfismos f, son

. . vy -
lisos, para cada «, existe un g)-morfismo 7, — i, tal que el siguiente

2Dado X un espacio topoldgico, 4 un recubrimiento abierto de X y F un haz de
grupos abelianos sobre X, el grupo p-ésimo de cohomologia de Cech de F respecto al
recubrimiento U es

7P (4, F)

Hp(il,}') = HP(C(LL,}')) =5 m

donde C'(4, F) es el complejo de Cech de F (véase, por ejemplo, [H1, Chapter III, p.
219- 220)).
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diagrama es conmutativo:
To —— Za

/

Vo

Ua:=U|T,

g, —

2

Para cada «, denotemos por v, el PP-morfismo Z,, N Uy — X. A partir
de (vq) vamos a construir una coleccién de -morfismos (Z, =% %) que
recolectan y que coinciden en T, con u,, para cada « € 1.
Para ello, establecemos la notacién
ua,@ = Uy ﬁﬂﬁ, Za,@ = Lo N Zﬁ, Taﬁ =T, N Tﬁ, Uaf = u]TaB
iq

para cada par de indices o, 3 tales que Z,3 # @. Observemos que T3 B
Zap es un encaje cerrado de esquemas afines dado por un Ideal Z,3 C Or,,
de cuadrado nulo y que, por lo tanto, Z,3 = izﬁ(fa ). Fijados a, 3 tales
que Ty # @, como v, y vg coinciden en Ty por 2.2.18.(1) se verifica que

existe un unico morfismo de Ox-Mddulos Q%e /9 LN (uag)«(Zap) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo

5[36/@ Al

(valzaﬁ)ﬁ—(vmzaﬁ)“l

(Uap)(Zap)

Consideremos uzﬁ(ﬁ%€ /@) — Zap el morfismo de Or, ,-Mddulos adjunto de

¢o¢[3

®ap, que continuaremos denotando por ¢, cometiendo un pequeno abuso
de notacién. La familia de morfismos (¢q3) verifica la condicién de cociclo;
es decir, para cualesquiera «, 3, v tales que Z,gy := Zo, N Zg N Zy # @, se
tiene que

Gap|Tap, — Pary|Tap, + Opy|T0s, =0 (2.2.19.12)
donde T3, := T, N Ty N T. Por lo tanto, define un elemento
-1 ~
[(dap)] €H (T, Homoy, (w030, 7)) = [T, (5.4.15)]
HY(T, Homo, (u*ﬁ%e/@,I))
Pero como T es un esquema afin resulta que H' (T, Homo, (u*ﬁ%e/m,f)) =0

y, por lo tanto, existe (¢q) € CO(T,Hom@T (u*ﬁﬁe/@,I)) tal que, para cada
par de indices o, 8 con Z,g # @,

PalT,s — 08lT.5 = bap (2.2.19.13)

Cometeremos de nuevo un abuso de notacion y utilizaremos indistintamente
. w . .
¢q para ¢, y su adjunto. Para cada «, sea Z, — X el morfismo que coincide



2.2. DEFINICIONES DE LAS CONDICIONES INFINITESIMALES 7

con v, como aplicacion de espacios topolégicos y dado como morfismo de
espacios topoldgicamente anillados por wg = vg — g © c/i\x/@. Entonces,
por 4.1.1.(2) se tiene que w, es un levantamiento de u, sobre 2 para todo
a € Iy, de los datos (2.2.19.13) y (2.2.19.12) se deduce que los morfismos
wq recolectan en un morfismo Z — X que coincide con w en Ty, por lo
tanto, f es formalmente liso. Adema4s, como ser de pseudo tipo finito es una
condicion local se tiene que f es de pseudo tipo finito, con lo cual, f es liso.

(2) Para cada A llamemos f\ = f|s-1(y,) vy consideremos el siguiente
diagrama

fHB) —— %
I f
g, 9
donde las flechas horizontales son encajes abiertos. Si f es liso (no ramificado
o étale) por la Propiedad 2.2.11.(1) y por la Propiedad 2.2.14.(2) se tiene
que foiy = jyo fy es liso (no ramificado o étale) y, como jy es étale
adico, aplicando el Corolario 2.2.16 se tiene que fy es liso (no ramificado
o étale, respectivamente). Reciprocamente, supongamos que los morfismos
fa son lisos (no ramificados o étales). Los encajes abiertos jy son étales y
por la Propiedad 2.2.11.(1) resulta que los morfismos jy o f) son lisos (no

ramificados o étales). Entonces por el apartado (1) se verifica que f es liso
(no ramificado o étale, respectivamente) O

COROLARIO 2.2.20. Los resultados 2.2.15, 2.2.16 y 2.2.19 se verifican
st cambiamos las condiciones infinitesimales pseudo por las condiciones in-
finitesimales ddicas.

DEMOSTRACION. El resultado se deduce de 1.2.6, de la Proposicién
2.2.15, del Corolario 2.2.16 y de la Proposicién 2.2.19. O

OBSERVACION. Como consecuencia de los dos tiltimos resultados se tiene
que el estudio de las condiciones infinitesimales (ddicas o no) en Sfn, se puede
restringir siempre al estudio de las correspondientes condiciones infinitesi-
males en Sfns.

COROLARIO 2.2.21. Sea X en Sfn y X' C X un subesquema formal ce-
rrado. Entonces el morfismo de complecion de X a lo largo de X/, X /¥ 5%
es Etale.

DEMOSTRACION. Aplicando la Proposicién 2.2.19 podemos suponer que
X = Spf(A) y X' = Spf(A/I) estan en Sfny, con A un anillo J-ddico
noetheriano e I C A un ideal. Entonces, por el Ejemplo 2.2.10.(5) si A
es el anillo completo de A para la topologia (I 4+ J)-ddica, se tiene que
Xz = Spf(A) % X = Spf(A) es étale. O
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PROPOSICION 2.2.22. Dado % L 2 en Sfn, consideremos X' C X e
D' C Y subesquemas formales cerrados tales que f(X') C Y'.

(1) Si f es liso (no ramificado o étale) entonces Xz EX 2 /9y es liso
(no ramificado o étale, respectivamente).
(2) Si ademds X' = f~Y(') y f es liso ddico (no ramificado ddico o

étale ddico) se tiene que X x: EN Q) 9y es liso ddico (no ramificado
ddico o étale ddico, respectivamente).

DEMOSTRACION. Por el diagrama (1.4.12.5) se tiene el siguiente dia-
grama conmutativo en Sfn

x— -9
|
%/x/ —>@/QJ/

donde las flechas verticales son morfismos de complecién que, con un abuso
de notacién denotaremos ambos por k. Probemos el apartado (1). Si f es
liso (no ramificado o étale) por el corolario anterior y la Propiedad 2.2.11.(1)
se tiene que fok = Ko f también es liso (no ramificado o étale). Como
k es étale de la Proposicion 2.2.15 se deduce que f es liso (no ramificado

o étale, respectivamente). El apartado (2) es consecuencia de (1) y de la
Proposicion 1.4.15. U

COROLARIO 2.2.23. Dado X Ly un morfismo de esquemas localmente
noetherianos, consideremos X' C X e Y' C Y subesquemas cerrados tales

que f(X') CY'. Si f es liso (no ramificado, étale), entonces X x EN Yy
es liso (no ramificado, étale, respectivamente). Y si X' = f~1(Y") se tiene
que ademds f es ddico.

DEFINICION 2.2.24. Sea X ER 2 en Sfn. Se dice que f es liso (no
ramificado o étale) en x € X si existe Y C X abierto tal que f|y es liso (no
ramificado o étale, respectivamente).

Asi, por la Proposicién 2.2.19 se tiene que f es liso (no ramificado o
étale) si, y sélo si, f es liso (no ramificado o étale, respectivamente) en
reX VeeX.

Observemos que el conjunto de puntos z € X tal que f es liso (no
ramificado, o étale) en x es un abierto de X.

2.3. El Médulo de diferenciales y las condiciones infinitesimales

En esta parte se estudian las primeras caracterizaciones para un mor-

fismo X EX Q) liso, no ramificado y étale. Sobre todo, nos centraremos en
las propiedades relacionadas con Médulo de diferenciales Q%E /9 Resaltamos
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la importancia del Criterio jacobiano para esquemas formales (Corolario
2.3.12) en el que, traduciendo el Criterio jacobiano de Zariski para anillos
topolégicos (¢f. [EGA IV, (0.22.6.1)], se determina cuédndo un subes-
quema formal cerrado de un esquema formal liso es liso.

LEMA 2.3.1. [EGA 1V, (0.20.7.4)] Sea B — A un homomorfismo con-
tinuo de anillos preddicos. Se verifica que A es una B-dlgebra formalmente
no ramificada si, y solo si, QA/B =0.

DEMOSTRACION. Sea A una B-dlgebra formalmente no ramificada y
J C A un ideal de definicién. Es suficiente probar que, para todo n € N,
HomcontA(Qil/B7 A/B/J"HQA/B) = 0. Por hipétesis, para cada n € N, el

epimorfismo de B-élgebras topolégicas discretas®

A Yyp A
Jn+1 Jn-‘,—l Qil/B Jn+1

es continuo y su ntcleo I := (0, QQ/B/J"HQA/B) C C es de cuadrado nulo,
por tanto, aplicando 2.2.17.(2) se tiene que

QL Q)
_ A/B ~ QL AB
0 = Dercontp(A4, J"*lﬁh/B) o) HomcontA(QA/B, Jn+1Q,14/B)

Reciprocamente, sea C' una B-dlgebra topoldgica discreta, I C C un
ideal de cuadrado nulo, A % C/I un B-homomorfismo continuo y supon-
gamos que existen dos homomorfismos continuos de &dlgebras topoldgicas
A% C, A C tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

B—— A
\\quC

C— —
Por 2.1.5 se verifica que Dercontp(A, ) = HomcontA(ﬁk/B,I) =0y, apli-

I

cando 2.2.17.(1) resulta que u = v y, por lo tanto, A es una B-algebra
formalmente no ramificada. O

PROPOSICION 2.3.2. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito. El morfismo f es no ramificado si, y solo st, Qx/@ =0.

3Sea A un anillo y M un A-médulo. Consideremos el grupo aditivo A@ M y en él la
multiplicacién
(@,m) - (a',m’) = (ad’,am’ +a'm)
donde a,a’ € A;m,m’ € M. Esta operacién es bilineal, asociativa y con uno. EI anillo
construido de esta forma se llama producto semidirecto de A y M y se denota A x M. Si
A es un anillo preddico y consideramos en A x M la topologia inducida por la de A, se
tiene que los homomorfismos de anillos A — A x M y A x M — A son continuos.
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.2.19 podemos suponer que X EN
) estd en Sfnys v, entonces el resultado es consecuencia del Lema 2.3.1. [

COROLARIO 2.3.3. Sean X EN Dy L S dos morfismos de pseudo tipo
finito. Entonces f es no ramificado si, y sdlo si, el morfismo de Ox-Mddulos
f*(ng/G) — Q%e/@ es sobreyectivo.

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta la proposicién anterior y la
Primera sucesién exacta fundamental (2.1.27.5) asociada a los morfismos

xLyle. 0

LEMA 2.3.4. Sea B EN A un morfismo continuo de anillos preddicos. Si
A es una B-dlgebra formalmente lisa, se verifica que:

(1) A es una B-dlgebra plana.

(2) Para todo J C A ideal de definicion, Q}4/B ®aAJJ es un AJJ-
mddulo proyectivo. Si ademds, 9}4/3 es un A-mddulo de tipo finito
(por ejemplo, si Spf(A) — Spf(B) es un morfismo de pseudo tipo
finito en Sfnas ), entonces QA/B es un A-mddulo proyectivo.

DEMOSTRACION.

(1) Basta ver que para todo ideal primo p C A, A, es un Bg-médulo
plano con q = f~!(p). Fijemos pues, p C A un ideal primo. Por [EGA IVy,
(0.19.3.5.(iv))] se verifica que A, es una Bg-algebra formalmente lisa para las
topologias ddicas y, aplicando la Propiedad 2.2.6 resulta que Ay es una Bg-
algebra formalmente lisa para las topologias dadas por los ideales maximales.
Entonces, por [EGA IV, (0.19.7.1)] se tiene que A, es un Bg-mdédulo plano.

(2) (¢f. [Ma, Theorem 28.5]) Veamos que dado M % N — 0 un homo-
morfismo sobreyectivo de A/J-mddulos, entonces la aplicacién

AN)

~ A
1 JR—
HOI’H%(QA/B ®A Ja

j’M) — Homé(Qh/B XA
es sobreyectiva, es decir, Hom A(ﬁh M ) — HomA((AZ}4 gV ) es sobreyec-

tiva. Por 2.1.5 es suficiente probar que la aplicacién inducida por ¢
Derp(A, M) — Derp(A, N) (2.3.4.14)

es sobreyectiva. Consideremos la B-algebra discreta C := A/J x M e I =
(0,Ker ) C C. Dada d € Derg(A, N) define un homomorfismo continuo de
B-4algebras topoldgicas

2 ~Q
+ |l

X N
d(a))

A —
a

S~

=

y, como I? = 0 y A es una B-algebra formalmente lisa, existe un homo-
morfismo continuo de B-dlgebras topoldgicas A — C' tal que el siguiente
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A
c_4

A
ij =C /X% (Le) —JIXN

La segunda componente del morfismo u define una B-derivacién continua

diagrama es conmutativo

B——

AL M tal que p od = d y, por lo tanto, la aplicacién (2.3.4.14) es
sobreyectiva, con lo cual, 9}4 /B ®A A/J es un A/J-médulo proyectivo.

Entonces, si Qh /p €5 un A-médulo de tipo finito como consecuencia

de [EGA I, (0.7.2.10)] se tiene que es un A-médulo proyectivo como se
queria. O

PROPOSICION 2.3.5. Sea X EN ) un morfismo liso. Entonces f es plano
Y Q%E/m un Ox-Mddulo localmente libre de rango finito.

DEMOSTRACION. Como es una cuestién local, el resultado es consecuen-
cia del lema anterior y de [EGA 1, (10.10.8.6)]. O

2.3.6. Dado A un anillo J-preadico, sea Ala complecién de A para la
topologia J-adica y A, = A/J"+1, para cada n € N. Consideremos M", M’

y M A-médulos y denotemos 0S por M ", M ! M los A-médulos completos para

la topologia J-adica y sea M7 A L M una sucesién de A-médulos. Se

verifica que:

. YTV AT -2 T
(1) Si0 - M" — M’ — M — 0 es una sucesién exacta corta escindida

de A-médulos entonces, para todo n € N
O—>MI/®AAn u—n>MI®AAn v—n>M®AAn—>0

es una sucesion exacta corta escindida.

(2) Reciprocamente, si M ®4 A, un A,-mdédulo proyectivo y 0 —
M'@4 Ay, 25 M @4 Ay 2 M ®4 A, — 0 es una sucesion
exacta corta de A,-mddulos, para todo n € N, entonces

0— M’ — M —M—0 (2.3.6.15)
es una sucesion exacta corta escindida.
En efecto, el apartado (1) es inmediato. Para probar el apartado (2) con-

sideremos para cada n € N se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

0— M"®4Api1 =5 M @4 Ay =5 M @4 Apy1— 0

T

O—>M”®AAnL>MI®AAnL>M®AAn — 0
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donde las filas son sucesiones exactas cortas y escindidas. Por paso al limite
inverso se tiene que la sucesién (2.3.6.15) es exacta. Veamos que es escindida.
Por hipétesis, para cada n € N existe M ®4 A, LN Vi ®4 A, tal que
vp o t, = 1. A partir de (¢,) vamos a definir una familia de morfismos
t/
(M ®4 Ay = M’ @4 A,,) verificando que
vpoth =1 Gnoty, 1=t 0hy (2.3.6.16)

para todo n € N. Para k = 0 tomamos t; := tp. Supongamos construidos

tj, verificando (2.3.6.16) para todo k < n y definamos ¢, ;. Si wy, := g, o

tn+1 — th, o hy, se verifica que v, o w, =0y, por lo tanto, Im w,, C Kerv,, =

Imwu,. Por otra parte, como M ®4 A,y1 es un A,+1-mddulo proyectivo,
29 - .

existe M @4 Apyp — Un+1(M"” @4 Any1) tal que el siguiente diagrama

es conmutativo

un+1(M” &A AnJrl)
€n+1 |

!

M @4 Api1 — up(M" @4 Ay)

Si definimos t], | := ty41 —Op11, se verifica que v, 10t | =1y g,ot] | =

ty, © hyp. El morfismo ¢ := lim ¢, verifica que v ot = 1 y la sucesién
neN

(2.3.6.15) es escindida.

PROPOSICION 2.3.7. Sea X EN ) un morfismo liso en Sfn. Para todo
morfismo ) — & de pseudo tipo finito en Sfn la sucesion de Ox-Mddulos
coherentes

*H1 ® Al v Al
0—f Q@/G —>Qx/6 —>Qx/@—>0
es exacta y localmente escindida.

DEMOSTRACION. Como es una cuestién local podemos suponer que X =
Spf(A) L 9 = Spf(B) y 9 = Spf(B) L & = Spf(C) estan en Sfny con
A una B-dlgebra formalmente lisa. Dado J C A un ideal de definicién si
escribimos A, = A/J""!, por el Lema 2.3.4 se tiene que 6}4/3 R4 Ay €8 un
Ap-médulo proyectivo, para cada n € N y entonces, por 2.3.6.(2) basta ver
que para todo n € N

0= Qb0 ®p Ay =5 QY 0 ®a Ay =5 QY 5 @4 Ay — 0

es una sucesion exacta escindida. Por la Primera sucesion exacta fundamen-

tal de anillos asociada a C % B 1, A es suficiente probar que para todo
n € N la aplicacion ®,, es una seccién o, equivalentemente, que para todo
Ap-médulo M la aplicacién inducida

HOHlAn(Qh/C ®AAp, M) — HomAn(Q]lg/C ®@p Ap, M)
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es sobreyectiva. Aplicando (2.1.5.2) este hecho es equivalente a demostrar
que la aplicacién
Derg(A, M) — Derc (B, M) (2.3.7.17)

es sobreyectiva. Sean € Ny M un A,-médulo. Dada d € Der¢(B, M)
define un homomorfismo continuo de dlgebras topoldgicas

B & A, x M
b~ (F(b) +J"L d(b))

Como M? =0y A es una B-algebra formalmente lisa, existe un homomor-
fismo continuo de B-glgebras topoldgicas A — A,, x M tal que el siguiente
diagrama es conmutativo

B—Y9% .4

A, x M — A,

N

La segunda componente del morfismo v define una C-derivacién A M
tal que d' o g = d y, por lo tanto, la aplicacién (2.3.7.17) es sobreyectiva. [

COROLARIO 2.3.8. Sea X L Y un morfismo étale en Sfn. Para todo
morfismo Y — & de pseudo tipo finito en Sfn se verifica que
*)1 ~ Ol
f Qm/e = Qx/@

DEMOSTRACION. Es consecuencia del resultado anterior y de la Propo-
sicién 2.3.2. 0

PROPOSICION 2.3.9. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito y 9 L & un morfismo liso en Sfn. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) f esliso
(2) go f esliso y la sucesion

o1 ol o1
0— f*Q@/G — Qx/G — Qx@ — 0
es exacta y localmente escindida.

DEMOSTRACION. La implicacién (1) = (2) es consecuencia de la Pro-
piedad 2.2.11 y de la Proposicion 2.3.7.

Para probar que (2) = (1) podemos suponer que X = Spf(A) ER Y =
Spf(B) y 9 = Spf(B) L & = Spf(C) estén en Sfny siendo B y A dos C-
algebras formalmente lisas. Probemos que A es una B-algebra formalmente

lisa. Sea F un anillo discreto, I C F un ideal de cuadrado nulo y consid-
eremos un diagrama conmutativo de homomorfismos continuos de anillos
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topologicos

|
E-1sE/I

Por ser A una C-élgebra formalmente lisa, existe A — F un homomorfismo
continuo de C-algebras topoldgicas tal que vogo f = Ao fy jov = u.
Entonces por 2.2.17.(1) se tiene que d := A — v o g € Dercont¢ (B, E). Por
otra parte, de la hipétesis y por la equivalencia de categorias 2.1.13.(3) se
tiene que la sucesién de A-mddulos de tipo finito

ol Ol ol
es exacta y escindida. Ademds, como el morfismo v es continuo y F es
discreto existe n € N tal que F es un A/J"1-médulo. Entonces se tiene que
la aplicacién inducida Hom 4 (€2} et E) — Homa(Qj et E) es sobreyectiva
y, aplicando 2.1.5 se tiene que la aplicacion

Der¢(A, E) — Derg(B, E)

es sobreyectiva, de donde se sigue que existe d’ € Derg(A, F) tal que d'og =
d. Si definimos v' := v + d’, se verifica que v og = Ay que jov' = u de
donde se concluye que A es una B-algebra formalmente lisa.

O

COROLARIO 2.3.10. Sean X EN Dy 2, & dos morfismos de pseudo
tipo finito tal que go f y g son morfismos lisos. Entonces, f es étale si, y

sélo si, f*Q =0l

P/6 — x/e
DEMOSTRACION. Es consecuencia de la proposicién anterior y de la
Proposicion 2.3.2. U

PROPOSICION 2.3.11. (Criterio jacobiano de Zariski para anillos pred-
dicos) Sea B — A un morfismo continuo de anillos preddicos y supongamos
que A es una B-dlgebra formalmente lisa. Dado I C A un ideal las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A" = A/I es una B-dlgebra formalmente lisa.

(2) Dado J C A un ideal de definicion de A, si escribimos Al =
A'J(J"E + 1), la sucesion de Al-mddulos
0— % @ Al 25 QY g @4 Al T QL p @ Al = 0
es exacta y escindida, para todo n € N.

(3) La sucesion de A-médulos

—

I ~ ~
0— = 20l p@ad T QY — 0
es exacta y escindida.
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DEMOSTRACION. La equivalencia (1) < (2) se deduce de [EGA IV,
(0.22.6.1), (0.19.1.5), (0.19.1.7)] y de la Segunda sucesién exacta funda-
mental asociada a los morfismos B — A — A’. Veamos que (2) < (3).
Como A’ es una B-algebra formalmente lisa del Lema 2.3.4 se deduce que
Qh, /B O Al es un Al -médulo proyectivo, para cada n € Ny, por lo tanto
basta aplicar 2.3.6.(2) para obtener el resultado.

O

COROLARIO 2.3.12. (Criterio jacobiano de Zariski para esquemas for-
males) Sea X = Spf(A) EN 2 = Spf(B) un morfismo liso en Sfnge y X' — X

un encaje cerrado dado por un Ideal T = I® C Ox. Son equivalentes:

(1) La composicion X' — X EN 2 es un morfismo liso.
(2) Dado J C Ox un Ideal de definicion, si Ox;, = Ox/(T" ™ +1), la

sucesion de Ox, -Mddulos coherentes

on A P, A
0— 75 ®oy Ox;, = 0% /9 ©0x Ox;, = Q) @0, Oxy, — 0
es exacta y localmente escindida, para todo n € N.
(3) La sucesion de Ox-Mddulos coherentes

Z 5 51 ® 51
0= 75 = Qa9 ®0r O = Qg = 0

es exacta y localmente escindida.

DEMOSTRACION. Por la equivalencia de categorias 2.1.13.(3) basta apli-
car la proposicion anterior. O






CAPITULO 3

Caracterizacion de las condiciones infinitesimales

En las Secciones 2.2 y 2.3 se ha visto que los sorites y los resultados
fundamentales de las condiciones infinitesimales en Sfn son andlogos a las

mismas propiedades en Sch. Dado X EX 2) un morfismo en Sfn existen Idea-
les de definicion de X e Q) respecto a los cuales f = lim f,. Es légico,
neN
pues, preguntarse qué relacion existe entre las condiciones infinitesimales
del morfismo f y las condiciones infinitesimales de los morfismos de esque-
mas {fn}nen. En este capitulo se distinguen dos partes. En la primera
parte (Secciones 3.1, 3.2 y 3.3) se vera que existe una estrecha relacién en-
tre las condiciones infinitesimales de un morfismo adico f = lim f, y las
neN
condiciones infinitesimales del morfismo fy en Sch. En la Seccién 3.4 se
caracterizan dos clases importantes de morfismos étales: los encajes abier-
tos y los morfismos de complecién. Uno de los resultados més importantes
es el Teorema 3.4.5 en el que dado = lim Y, en Sfn se establece una
neN

equivalencia de categorias entre los )-esquemas formales étales ddicos y los
Yp-esquemas étales. En ausencia de la hipotesis ddica el comportamiento de
las condiciones infinitesimales no se puede reducir al estudio de las condi-
ciones infinitesimales en la categoria de esquemas (véase el Ejemplo 3.2.3).
Este hecho motiva el desarrollo de nuevas técnicas en la Secciéon 3.5 para el
estudio de las condiciones infinitesimales en el caso no adico. La seccion se
centra en dos de los resultados principales de esta memoria (Teorema 3.5.2 y
Teorema 3.5.3) en los que se demuestra que todo morfismo liso y todo mor-
fismo étale es localmente y, salvo un morfismo de complecién, un morfismo
liso 4dico y un morfismo étale adico, respectivamente. Estos resultados pro-
porcionan la caracterizacién local de la estructura de los morfismos lisos y
étales de esquemas formales.

3.1. Morfismos no ramificados

Comenzaremos relacionando el cardcter no ramificado de un morfismo

f= lim f, en Sfny de los morfismos de esquemas {fy tnen-
neN

87
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PROPOSICION 3.1.1. Dado X L 2 en Sfn sean J C Ox y K C Oy Idea-
les de definicion tales que f*(K)Ox C J. El morfismo f es no ramificado

st, y solo si, X, ELN Y, es no ramificado, para todo n € N.

DEMOSTRACION. Aplicando la Proposicién 2.3.2 la demostracion se re-
duce a probar que Q;e/@ = 0 si, y sélo si, para todo n € N, QAl)(n/Yn = 0.

Si ﬁ%e /9 = 0, para cada n € N por la Segunda sucesién exacta fundamental

(2.1.30.6) asociada a los morfismos X,, — X ER 2 se tiene que Q}(n/@ =0y,
de la Primera sucesién exacta fundamental (2.1.27.5) asociada a los mor-

fismos X, ELR Y, — 2, resulta que an/yn = 0. Reciprocamente, si
para todo n € N, Q}(n/yn = 0, por la Proposicién 2.1.20 se verifica que

o1 _ T 1 _
QX/@_ <ll_m QXn/Yn_O' O
neN

COROLARIO 3.1.2. Sea X L 2 un morfismo en Sfn y sean J C Ox
y K C Oy Ideales de definicion tales que f*(KK)Ox C J. Si el morfismo

. . f . .
inducido X,, =Y, es un encaje, para todo n € N, entonces f es no rami-
ficado.

En la clase de los morfismos ddicos en Sfn para determinar cuando un
morfismo f es no ramificado se tiene el siguiente criterio, mas fuerte que el
resultado que proporciona la proposiciéon anterior:

PROPOSICION 3.1.3. Sea X EN 2 un morfismo ddico en Sfn y KK C Oy

un Ideal de definicion. Escribamos f = lim f, respecto a los Ideales de
neN

definicion K C Oy y J = f*(K)Ox C Ox. El morfismo f es no ramificado
st, y solo si, el morfismo X Jo, Yy es no ramificado.

DEMOSTRACION. Si f es no ramificado por la Proposicién 3.1.1 se tiene
que fy es no ramificado. Reciprocamente, supongamos que fy es no ramifi-
cado y probemos que Q%e /) = 0. Por hipétesis se tiene que Qﬁ(o Yo = 0y,
entonces, por ser f adico resulta que

o1 1
Qx/m ®O% OXO 2.:.25 QXO/YO =0 (3131)
Ahora bien, podemos suponer que X = Spf(A) 4 2 = Spf(B) esta en
Sfnae y que J = J2, con J C A un ideal de definicién. Entonces por la
equivalencia de categorias 2.1.13.(3), la igualdad (3.1.3.1) es equivalente a
que 9114/3/‘]9,14/3 = 0. Por otra parte, como A es un anillo J-ddico se verifica
que J C Ja (J4 es el radical de Jacobson de A) y ademas, la Proposicién
2.1.9 demuestra que 9114 /p s un A-médulo de tipo finito. Entonces del Lema
de Nakayama se deduce que ﬁi‘/B = 0y, por lo tanto, ﬁé/@ = (QL/B)A = 0.
Aplicando la Proposicion 2.3.2 resulta que f es no ramificado. O
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El siguiente ejemplo ilustra que en el caso no ddico no se verifica el
analogo de la proposicién anterior.

EJEMPLO 3.1.4. Sea K un cuerpo y Dk % Spec(K) el morfismo de
proyeccion del disco formal de dimensién 1 sobre Spec(K). En el Ejemplo
2.1.26 se ha visto que ﬁzl, = (K[[T)]))2dT y, por lo tanto, resulta que DL
es ramificado sobre K (Proposicién 2.3.2). Sin embargo, dado el ideal de
definicién [[T] C K[[T]] de modo que p = lim p,, se verifica que Ql, =0,

neN
con lo cual pg es no ramificado.

A la vista de este ejemplo, nuestro préoximo objetivo serd determinar

cudndo un morfismo X L Y = lim (X, ELR Y,) en Sfn con fy no ra-

neN
mificado y no necesariamente adico, es no ramificado (Corolario 3.1.10).
Para ello, necesitamos resultados que describan el comportamiento local de
los morfismos no ramificados. A continuacién se dan las caracterizaciones
locales de los morfismos no ramificados en Sfn, que generalizan a las caracte-
rizaciones andlogas en la categoria de esquemas (cf. [EGA IVy, (17.4.1)]).

PROPOSICION 3.1.5. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito y J C Ox y K C Oy Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J.

Dado x € X ey = f(x) las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es no ramificado en x.
(2) f~1(y) es un k(y)-esquema formal no ramificado en x.
(3) mx 0% = my Ox, y k(x)|k(y) es una extension finita y separa-
ble.
0l —
@ 9, o, =
(47) (le/@):v =0
(5) Ox. es una Ogy-dlgebra formalmente no ramificada para las to-
pologias ddicas.

0

(5”) Oxq es una @—dlgebm formalmente no ramificada para las to-
pologias ddicas.

DEMOSTRACION. (1) < (2) Por la Proposicién 3.1.1, f es no ramificado

en x si, y sélo si, X, ELN Y,, es no ramificado en x, para todon € N. Ademas,
aplicando [EGA IV, (17.4.1)] se tiene que es equivalente a que f,, }(y) es
un k(y)-esquema no ramificado en z, para todo n € N, lo cual es equivalente

a que f~1(y) 510 lim 71 (y) es un k(y)-esquema formal no ramificado

en z (véase la Proposicién 3.1.1).

(1) & (3) La afirmacién (1) es equivalente a que X, I, Y,, es no rami-
ficado en z, para todo n € N y, aplicando [EGA IVy, loc. cit.] resulta que
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k(x)|k(y) es una extensién finita y separable, y que my, , = my, ,Ox,, z,
para todo n € N. Como consecuencia,

—_— . . —_—
mx7$0x7$ = lé umn an,JB = (h_m mYn7yOXn7m = mmvyoxvl‘
neN neN

(3) = (4) Como k(x)|k(y) es una extensién finita y separable se tiene
que Qli(x)/k(y) = 0y, por lo tanto, se verifica que

ol _ o1 _ ol _
Q01109 Doz B@) ) 5 ) Horasoy Mk G Yot /iw) =0
Por otra parte, de 2.1.11.(2) se deduce que ﬁ}% L /Oy, &5 Ul @—médulo de

R x,x/oﬁj,y =0.
4) & (4) Por 2.1.11.(2) se verifica que (L ,,,)z €s un Oy ,-médulo de
x/2 ’
tipo finito y, por lo tanto, resulta que

tipo finito y entonces, por el Lema de Nakayama resulta que ﬁé

—

Q¢ (Q%g/@)m = (Qée/@)w ®O:{,z 03&1

Ox /0y 4 2_1,?).(3)
—_—

Entonces, como Ox, es una Ox,-dlgebra fielmente plana se verifica que

ﬁé%,z/oiﬁ,y = 0 si, y solo si, (ﬁ;/m)x =0.
(4) < (5) Es consecuencia del Lema 2.3.1.
(5) & (5’) Basta aplicar el Lema 2.2.7.

(4’) = (1) Como Q%e/@ € Coh(X) (Proposicién 2.1.18), la afirmacién (4)

implica que existe { C X un abierto con x € 4 tal que (ﬁi/@)’u =0y, por
lo tanto, por la Proposicion 2.3.2 se tiene que f es no ramificado en x. [J

COROLARIO 3.1.6. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito
y sean J C Ox y K C Og Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) f es no ramificado.
(2) Para todo x € X,y = f(x), f1(y) es un k(y)-esquema formal no
ramificado en x.
(3) Para todo x € X,y = f(x), mx,O0x, = my ,Ox, y k(z)|k(y) es
una extension finita y separable.
(4) Qéx’x/ony =0, para todo x € X con y = f(x).

(4’) Para todo x € X, (ﬁ;/m)m = 0.

(5) Para todo v € X,y = f(x), Ox, es una Oy, -dlgebra formalmente
no ramificada para las topologias ddicas.

(5") Para todo x € X, y = f(x), Ox. es una Og y-dlgebra formalmente

no ramificada para las topologias ddicas.

COROLARIO 3.1.7. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito.
Si f es no ramificado en x € X, entonces f es un cuasirevestimiento en x.
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DEMOSTRACION. Por la afirmacién (3) de la Proposicién 3.1.5 se tiene
que Ox ;®0y ;. k(f(z)) = k(z) con k(z)|k(f(z)) una extension finita y, por
lo tanto, f es un cuasirevestimiento en x (véase la Definicién 1.3.7). U

COROLARIO 3.1.8. Sea X L ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito.
St f es no ramificado en x € X, entonces dim, f = 0.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la Propiedad 1.3.10 y del corolario
anterior. 0

PROPOSICION 3.1.9. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito y sean J C Ox y K C Oy Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C
J. Dados x € X e y = f(x) son equivalentes:

(1) f es no ramificado en x

(2) Xo ELN Yy es no ramificado en x y (9/3;5 ®5®\ k(y) = k(x)
Y

DEMOSTRACION. (1) = (2) Si f es no ramificado en z, entonces fy es
no ramificado en z (Proposicion 3.1.1). Ademas, la afirmacién (3) de la

Proposicién 3.1.5 implica que (’)3gm Oog k(y) = k(x) . Probemos que (2)
= (1). Por ser fp no ramificado en x se tlene que k(z)|k(y) es una extensién
finita y separable (¢f. [EGA IVy, (17.4.1)]). Por otro lado de la igualdad
Ox.» ®O/@: k(y) = k(x) se deduce que my ;Ox, = mg Oy ,. Entonces, el
morfismo f y el punto x verifican la afirmacién (3) de la Proposicién 3.1.5
y resulta que f es no ramificado en z. (]

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar la versiéon no ddica de la
Proposicion 3.1.3:

COROLARIO 3.1.10. Dado ¥ L ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito sean J C Ox y K C Oy Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El morfismo f es no ramificado.
(2) El morfismo fy es no ramificado y para todo x € X, f~'(y) =

fo ' (y) cony = f(z).

DEMOSTRACION. Supongamos que f es no ramificado y fijemos x € X
con y = f(:v) Por la Proposicién 3.1.9 se tiene que_fi fo es no ramificado y

que Oxgg Do k(y) = k(x). Por lo tanto, J - (Oxx ®og k(y)) = 0y,

aplicando el Lema 3.1.11 a continuacién se deduce que f ( ) = f5 ().
Reciprocamente, supongamos que se verifica (2) y veamos que dado =z € X
arbitrario, el morfismo f es no ramificado en x. Si y = f(x), se tiene que
fo ' (y) es un k(y)-esquema no ramificado en = (c¢f. [EGA IVy, (17.4.1)]) y
como f~1(y) = fi (1), de 1a Proposicién 3.1.5 resulta que f es no ramificado
en . O
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LEMA 3.1.11. Sea A un anillo J-ddico noetheriano tal que para todo ideal
primo abierto p C A, J, = 0. Entonces J = 0 y, por lo tanto, la topologia
J-ddica en A es la discreta.

DEMOSTRACION. Como todo ideal maximal m C A es abierto para la
topologia J-adica, se tiene que Jy, = 0, para todo ideal maximal m C A y
se deduce el resultado. O

3.1.12. Como consecuencia del Corolario 3.1.10 resulta que:

o Six L 2) es un morfismo no ramificado en Sfn entonces f~(y) es
un esquema (usual) para todo x € X siendo y = f(z).
e En el Corolario 3.1.6 la afirmacién (2) se puede escribir
2") Para todo x € X,y = f(z), f1(y) es un k(y)-esquema no ramifi-
cado en x.

A partir de la Proposicién 3.1.5 se obtiene el siguiente resultado, en el
que se da una descripcion de los pseudo encajes cerrados que sera utilizada
en la caracterizacion de los morfismos de complecién (Teorema 3.4.4).

COROLARIO 3.1.13. Dado X L 2 en Sfn, sean J C Ox y K C Oy
Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J respecto a los cuales [ =

lim f,. El morfismo f es un pseudo encaje cerrado si, y solo si, f es no
neN

. 0 .
ramificado y Xo Jo, Yy es un encaje cerrado.

DEMOSTRACION. Si f es un pseudo encaje cerrado, por el Corolario
3.1.2 resulta que f es no ramificado. Reciprocamente, supongamos que f es

no ramificado y que fy es un encaje cerrado y veamos que X, ELN Y, es un
encaje cerrado, para todo n € N. Por [EGA I, (4.2.2.(ii))] basta ver que,
para todo € X con y = f(x), el morfismo Oy, , — Ox,, » es sobreyectivo,
para todo n € N. Fijemos z € X, y = f(z) € Y y n € N. Como fy es
un encaje cerrado, por [EGA I, loc. cit], se tiene que Oy, — Ox,z €S

sobreyectivo y, por lo tanto, Spf (633\1) — Spf (6@:) es un morfismo pseudo
finito, con lo cual, el morfismo Oy, , — Ox,,  es finito (véase la Definicion
1.3.1). Por otro lado, como f es no ramificado por la Proposicién 3.1.1
se tiene que f, es no ramificado y, por lo tanto, aplicando la Proposiciéon
3.1.5 se tiene que my, ,Ox, , = mx, ;. Entonces por el Lema de Nakayama
se concluye que Oy, , — Ox, , es un morfismo sobreyectivo, para todo
n € N. O

3.2. Morfismos lisos

Los contenidos de esta seccién se pueden estructurar en dos partes. En
la primera parte, se estudia la relacién entre la lisitud de un morfismo f =

li_m> fn en Sfn y la de los morfismos f, y se caracterizan localmente los
neN
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morfismos lisos. En la segunda parte, se da una factorizacién local para los
morfismos lisos (Proposicién 3.2.9). Probamos ademés el Criterio jacobiano
(Corolario 3.2.13) que es un criterio matricial 1til para determinar cudndo
un subesquema cerrado del espacio formal afin y del disco formal afin es liso.

PROPOSICION 3.2.1. Dado X L 2 en Sfn sean J C Ox y K C Oy

Ideales de definicion con f*(K)Ox C J respecto a los cuales f = lim f,.
neN

Si X, ELN Y, es liso, para todo n € N, entonces f es liso.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.2.19 podemos suponer que f estd
en Sfny. Sean Z un esquema affn, Z — %) un morfismo, T — Z un Y-
subesquema cerrado dado por un Ideal de cuadrado nulo y consideremos
T % % un P-morfismo. Como f y w son morfismos de esquemas for-
males afines se encuentra un nimero k € N tal que w*(K¥1)Oz = 0y
u*(JTFH)Or = 0y, entonces u y w se factorizan en T ZoXy B xy
Z 2y ), respectivamente. Por ser f; formalmente liso, existe un
Yi-morfismo Z 25 X, tal que el siguiente diagrama es conmutativo

r—— 7

Vg

i

X

Entonces el 9-morfismo v := i o vy verifica que v|p = u y, por lo tanto,
f es formalmente liso. Ademés, como fj es un morfismo de tipo finito, se
verifica que f es de pseudo tipo finito y, por lo tanto, f es liso. O

COROLARIO 3.2.2. Sea X L ) un morfismo en Sfn adico y consideremos
K C Oy un Ideal de definicion. El morfismo f es liso si, y sdlo si, los

morfismos X, EiN Y,, determinados por los Ideales de definicion K C Oy y
J = [*(K)Ox, son lisos, Vn € N.

DEMOSTRACION. Si f es adico, por la Proposicién 1.2.5, se tiene que
para todo n € N los siguientes diagramas son cuadrados cartesianos:

.9

X, —Y,
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Entonces por cambio de base (Propiedades 2.2.12) se tiene que f, es liso,
para todon € N. El reciproco es consecuencia de la proposicién anterior. [J

En el siguiente ejemplo se muestra que el reciproco de la Proposicién
3.2.1 no se verifica en general.

EJEMPLO 3.2.3. Sea K un cuerpo y Al = Spec(K[T7]). Dado el cerrado
X"=V({(T)) C AL, el Corolario 2.2.21 implica que el morfismo canénico de
complecién de AL alo largo de X’

DL 5 AL
es étale. Sin embargo, tomando en Al el Ideal de definicién 0, los morfismos
Spec(K[T]/(T)" ) == Ak

no son planos de donde se sigue que k,, no es liso, para todo n € N (véase
la Proposicién 2.3.5).

Nuestro préximo objetivo serd determinar la relacién entre la lisitud de

un morfismo f = lim f, y la de fo (Corolarios 3.2.6 y 3.2.8). Para ello,
neN
necesitamos caracterizar localmente la lisitud.

PROPOSICION 3.2.4. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito y sean J C Ox y K C Oy Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C
J. Dado x € X, y = f(x) las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El morfismo f es liso en x.

(2) Ox. es una Oy y-dlgebra formalmente lisa para las topologias ddi-
cas.

(3) Ox. es una Oy -dlgebra formalmente lisa para las topologias ddi-
cas.

(4) El morfismo f es plano en x y f~(y) es un k(y)-esquema formal
liso en x.

DEMOSTRACION. Como es una cuestiéon local y f es de pseudo tipo
finito, podemos suponer que X = Spf(A) ER ) = Spf(B) esta en Sfnyf, con
A = B{Ty, ....,T.}[[Z1,...,Z]]/T e I C B’ := B{T}|[[Z]] un ideal. Sea
p C A el ideal primo abierto correspondiente a x, ¢ C B’ tal que p =q/I y
t C B el ideal primo abierto correspondiente a y.

(1) = (3) Cambiando X por un entorno abierto de z lo suficientemente
pequeno podemos suponer que A es una B-dlgebra formalmente lisa. En-
tonces, por [EGA IVy, (0.19.3.5)] se tiene que Ay es una B-dlgebra formal-
mente lisa y, el Lema 2.2.7 implica que 633\1 = ﬁ\p es una 6@\3/ = E\t—élgebra
formalmente lisa.

(2) < (3) Es consecuencia del Lema 2.2.7.

(3) = (1) Por el Lema 2.2.7 la afirmacién (3) es equivalente a que A, es
una B-dlgebra formalmente lisa. Entonces el Criterio jacobiano de Zariski
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(Proposicién 2.3.11) implica que el morfismo de JZ;—médulos
Iy
T2
13

L -
— Qp /5. OB, Ap

es inversible a la derecha y, como ﬁ\p es Ayp)-dlgebra fielmente plana y
((AZ}B,/B ®pr A)gpy un Agy-médulo proyectivo (véase la Proposicién 2.3.5),
por [EGA IV, (0.19.1.14.(ii))] resulta que el morfismo

I _
(7)1 =~ Qg @5 A) gy

es inversible a la derecha. Aplicando la equivalencia de categorias 2.1.13.(3)
se encuentra U4 C X abierto con x € U tal que el morfismo

I A ol
— Qps s
(72)° = by, 19 B, Ox

es inversible a la derecha en 4. Ahora bien, por el Criterio jacobiano de
Zariski para esquemas formales (Corolario 2.3.12) resulta que f es liso en L.

(3) = (4) Por el Lema 2.3.4 se tiene que 633\1 es @—plano y, por
1.4.2; f es plano en x. Ademds de [EGA IV, (0.19.3.5)] se deduce que

63; ®(9/g_)\1, k(y) es una k(y)-algebra formalmente lisa para las topologias

4dicas o, equivalentemente, por la implicacién (3) = (1) f~(y) es un k(y)-
esquema formal liso en x.
(4) = (3) Por 1.4.2 se tiene que A, es un B-mdédulo plano y, por lo
tanto, resulta que
!
0 — i N Bq ﬂ

—_—
tl, thl tAp

es una sucesién exacta corta. Por otro lado, como f~!(y) es un k(y)-esquema
—_—

-0 (3.2.4.2)

formal liso en z, de la implicacién (1) = (2) se deduce que Ox ®(9g_)/\,, k(y)

es una k(y)-algebra formalmente lisa para las topologias ddicas o, equiva-
lentemente, por el Lema 2.2.7, A,/tA, es una k(t)-dlgebra formalmente
lisa para las topologias adicas. Aplicando el Criterio jacobiano de Zariski
(Proposicién 2.3.11) a la sucesién (3.2.4.2) se tiene que el morfismo

—

1 ~ ~
I—S ®p, k(r) — (QIB’/B)Q(X)B{] Ap ®p, k(v)

q
es inversible a la derecha. Ahora bien, como ((AZ}B, /
proyectivo (véase la Proposicién 2.3.5) por [EGA I, (0.6.7.2)] se obtiene

que

/ ,
p)q €s un Bi-médulo

—

7 . S
q 1 .

es inversible a la derecha. Entonces, el Criterio jacobiano de Zariski implica

que Ap es una B-dlgebra formalmente lisa para las topologias ddicas o,
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equivalentemente, por el Lema 2.2.7, ;1; es una E\t—élgebra formalmente
lisa.

O

COROLARIO 3.2.5. Sea ¥ L ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito y consideremos J C Ox y K C Og Ideales de definicion tales que
Y (K)Ox C J. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El morfismo f es liso.
2) Para todo x € X, y = f(x), Oxs es una Og ,-dlgebra formalmente
; 2.y
lisa para las topologias ddicas.
3) Para todo x € X, y = f(x), Ox, es una Og ,,-dlgebra formalmente
) D,y
lisa para las topologias ddicas.
4) El morfismo f es plano -1 es un k(y)-esquema formal liso
( plano y f~'(y y)-esq
en x, para todo x € X, y = f(x).

COROLARIO 3.2.6. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn adico y K C Oy

un Ideal de definicion. Escribamos f = lim f, respecto a los Ideales de
neN

definicion K C Oy y J = f*(K)Ox C Ox. El morfismo f es liso si, y solo

st, [ es plano y el morfismo X Jo, Yy es liso.

DEMOSTRACION. Si f es adico, el siguiente diagrama:

x .9

Xo L v,
es un cuadrado cartesiano (Proposicién 1.2.5). Si f es liso, por cambio de
base resulta que fy es liso. Ademds por la Proposicién 2.3.5 se tiene que f
es plano. Reciprocamente, si f es adico por 1.2.10 se tiene que f~!(y) =
fo_l(y), para todo z € X,y = f(x). Y, por lo tanto, como fj es liso, por
cambio de base resulta que f~!(y) es un k(y)-esquema liso en z, para todo
x € X, y= f(z)y, aplicando el Corolario 3.2.5 se concluye que f es liso. [

El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior en el caso no adico
no se verifica.

EJEMPLO 3.2.7. Dado K un cuerpo, sea P% el espacio proyectivo n-
dimensional y X C P% un subvariedad no lisa sobre K. Si denotamos por
(P%)/x la complecién de P} a lo largo de X, por la Proposicién 2.2.22 se
tiene que el morfismo

(P)x L Spec(K)

es liso y, sin embargo, X Jo, Spec(K) no es liso.
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COROLARIO 3.2.8. Dado X ER ) un morfismo en Sfn sean J C Ox y
K C Og Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J y respecto a los cuales

f= lm f,. Sif es plano, Xo Jo, Yy es un morfismo liso y f~(y) =
neN
f&l(y), para todo x € X, y = f(x) entonces, [ es liso.

DEMOSTRACION. Como fy es liso y f~1(y) = fo_l(y) para todo x €
X,y = f(x), se deduce que f~'(y) es un k(y)-esquema liso. Ademés, por
hipétesis f es plano y el Corolario 3.2.5 implica que f es liso. U

El Ejemplo 3.2.7 ilustra que el reciproco del corolario anterior no se
verifica.

Todo morfismo X EN Y liso en Sch es localmente composicién de un
morfismo étale U — AY, y de la proyecciéon Ay — Y. La Proposicién 3.2.9
generaliza este hecho para los morfismos lisos en Sfn.

PROPOSICION 3.2.9. Sea X ERN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito. El morfismo f es liso en x € X si, y solo si, existe b C X abierto con
x € U tal que fly se factoriza en

g P
donde g es étale, p es la proyeccion candnica y n = 1"%(@%')36 /Oy 4( ))'

DEMOSTRACION. Como es una cuestién local, podemos suponer que X =
Spf(A) EN 2 = Spf(B) es un morfismo liso en Sfn,¢. Por la Proposicién 2.1.9
y por el Lema 2.3.4 se tiene que 9114/3 es un A-médulo proyectivo de tipo
finito y, por lo tanto, si p C A es el ideal primo correspondiente a z, existe
h e A\ p tal que I'(D(h), Q%E/@) = Qh{h}/B es un Agyy-moédulo libre de tipo
finito. Sea i = Spf(Ay,). Dada {da1,das,...,da,} una base de QY

consideremos el morfismo de )-esquemas formales

(ny/B

U Al = Spf(B{T, Ts,..., Tn})

definido a través de la equivalencia de categorias (1.1.10.1) por el morfismo
de B-algebras continuas

B{Tl,TQ,...,Tn} - A{h}
T; ~a

El morfismo g verifica que f|y = pog. Ademas, se deduce que g*ﬁ}v 9 =
2

Q%E /2 (véase la definicién de g) y, por el Corolario 2.3.10 se tiene que g es
étale. O
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COROLARIO 3.2.10. Sea X EN ) un morfismo de liso en x € X ey =
f(x). Entonces

dim, f = rg(%x,x/%,y)

, _ Al .« ey
DEMOSTRACION. Sea n = rg(Qox’x/O@’y). Por la Proposicién 3.2.9
existe U C X con x € U tal que f|y se factoriza en L EN A% 2, 9 donde g es
un morfismo étale y p es la proyeccién canénica. Aplicando la Proposiciéon

2.3.4 se tiene que f|y y g son morfismos planos y, por lo tanto,

dim, f =  dimOx,® s ky) = dm Ox, — dim Oy,
— Y — —
dimzg = dimOx, ®O@z) k(g(z)) = dimOx, —dim (’)A% 9(@)

Ahora bien, como ¢ es no ramificado por el Corolario 3.1.8 se tiene que
dim, g = 0 y, entonces dim, f = dim OA% g(z) — dim Oy, = n. :

PROPOSICION 3.2.11. Sea X EX ) un morfismo de pseudo tipo finito y

X' — X un encaje cerrado dado por el Ideal T C Ox y llamemos f' = f|x.
Si f eslisoenx e X', n=dim, f ey= f(x) las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) El morfismo f' es liso en x y dim, f'~'(y) =n —m

(2) En' x

1 o1 ol
0= 75 = Qxyp @0 O = Dy = 0

es una sucesion exacta de Ox-Mddulos localmente libres de rangos
m, n, n —m, respectivamente.

DEMOSTRACION. Como X EN ) es un morfismo liso en z, cambiando
si es necesario X por un entorno mas pequeno de x, podemos suponer que
X = Spf(4) EX 2 = Spf(B) es un morfismo en Sfny liso en z y que X' =
Spf(A/I). Por lo tanto, aplicando la Proposicién 2.3.5 y el Corolario 3.2.10
se tiene que Q%E /) €8 un Ox-Mddulo localmente libre de rango n.

Veamos que (1) = (2). Cambiando, de nuevo, si es necesario X’ por un
entorno més pequeno de x podemos suponer que X’ il ) es un morfismo
liso y, entonces, aplicando la Proposicién 2.3.5 y el Corolario 3.2.10, resulta
que Q;/ /g €8 un Ox-Modulo localmente libre de rango n — m. Por otra

parte, el Criterio jacobiano de Zariski para esquemas formales (Corolario
2.3.12) implica que la sucesién

7 ol ol
0= 75 = Qxyp @0 O = Ly = 0

1Sea (X, Ox) un espacio anillado. Diremos que la sucesién de Ox-Médulos

es exactaen x € X si 0 — F, — G, — H, — 0 es exacta.
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es exacta y escindida, de donde se deduce que Z/Z? es un Ox-Mdédulo lo-
calmente libre de rango m.
Reciprocamente, aplicando [EGA I, (0.5.5.4)] a la Segunda sucesién

exacta fundamental (2.1.30.6) asociada a los morfismos X' — X EN X, se
deduce que existe U C X’ abierto con x € U tal que
A ~ ~
0= (F)lu— (Qx/9 @0x Ox)|s = (3 /g)lss = 0

es exacta y escindida. Por el Criterio jacobiano de Zariski (Corolario 2.3.12)
se tiene que f’|y es liso y, por lo tanto, f’ es liso en x. O

Localmente un morfismo de pseudo tipo finito X ER ), es de la forma
[TREN I 2, 9) donde j es un encaje cerrado (véase la Propiedad 1.3.2.(1)).

En el Corolario 3.2.13 se da un criterio matricial que determina cuando 4 es
liso sobre ). A continuacién establecemos los preliminares necesarios para
enunciarlo.

3.2.12. Dado ) = Spf(A) en Sfnys consideremos X C ID)X% un subes-

quema formal cerrado dado por un Ideal Z = I con I = (g1, 92, ..., gx) C
A{Th, ..., T.}[[Z1,...,Z5]]. En el Ejemplo 2.1.8 se ha visto que

{dTy, dTy, ...,dT,, dZy, dZs, ...,dZ,}
es una base de Qzl‘l{T}HZH/A y ademads, que dado g € A{T}[[Z]] se verifica

que:
N r 9 ~ s dg ~
dg=S" 2901+ 5 % 47
g Z; ar, " T ; a2,

donde d es la derivacién canénica completa de A{T}[[Z]] sobre A. Para
cada g € A{T}[Z]], s € {Th, dTs, ...,dT,, dZy, dZs, ...,dZs} y x € X,

denotemos por %(w) la imagen de % € A{T}[[Z]] en k(z). Llamamos
matriz jacobiana de X sobre ) en x a

0, 0 0 0 0,

g—%(aﬁ) g—%(aﬂ) %—%11(30) %—Z;(m) %%Z(x)

o (@) o) - g5 @) sh@) . (@)

Jacy g (z) = . . , .
Bk (. Ogk o Bax, g
Be) BE@ . BE@ BE . B

Observemos que la matriz anterior depende de los generadores escogidos de
I y, por lo tanto, la notacién J acx/@(x) no es completamente precisa.

COROLARIO 3.2.13. (Criterio jacobiano para el espacio formal afin y
el disco formal afin). Dado ) = Spf(A) en Sfnys sea X C Df&xg) un sub-

esquema cerrado dado por un Ideal T = I® con I = {(g1,92, ..., gx) C
A{T, ..., T.}[Z1,...,Zs]]. Son equivalentes:
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(1) El morfismo X EX N eslisoenc ydim, f=r+s—1.
(2) Eziste un conjunto {g1, ,92, ---, 1} {91,992, --., g} tal que I, =
(91,2592, -5 Guz) Y r8(Jacy p(z)) = 1.

DEMOSTRACION. Probemos que (1) = (2). Por la Proposicién 3.2.11 se
tiene que en x

7z Ol ol
0= 72 = Oy 19 Donz, Ox = Q)9 = 0

es una sucesion exacta de Ox-Modulos libres de rangos I, 7+ s, r +s — 1 y,
por lo tanto, resulta que en x

T ~ .
0= = @0y k() — Qs /g R0y, k(z) — Ok /9 @0y k(z) — 0 (3.2.13.3)
2 2

es una sucesién exacta corta de k(x)-espacios vectoriales de dimensién [, r+

s, r+s—I. Con lo cual, existe un conjunto {g1, g2, ..., 91} C {91, 92, -, gk}
tal que {g1(x), g2(x), ..., gi(z)} es una base de Z/Z% ®o, k(z) en z y por
el Lema de Nakayama resulta que I, = (912,922, ---, g1,2). Ademds de

la exactitud de la sucesién (3.2.13.3) y de la equivalencia de categorias
2.1.13.(3) se deduce que el conjunto

{dg1(x), dga(@), ..., dgi(x)} C Ol pryzyya @arryizy k()

es linealmente independiente y, por lo tanto, se tiene que rg(Jacy/q(z)) = [.
Reciprocamente, de la Segunda sucesién exacta fundamental (2.1.30.6)
asociada a los morfismos X — ID)fym — ) se deduce la sucesién exacta en x

7

72 P04 k(z) — Q]%va ) ®OD§r k(z) — le/@ ROy k(x) — 0
2 2

Por otro lado, como rg(Jacy g (x)) = I, se tiene que

{dgi (@), ,dga(2), ..., dg(z)} C §}4{T}HZH/A ®a{Ty|z) k(2)

es un conjunto linealmente independiente. Completando este conjunto a
una base de Q,lél{T}[[Zﬂ/A ®aqTy(z) k(z), por el Lema de Nakayama se en-
0l

cuentra B C QD

Jp una base tal que {c/i\gl, 6/1\927 A c/l\gl} C By, por
AT’
b))
lo tanto, {dgl, ,dgo, ..., dgl} C QA{T}[[ZH/A ®A{T}Z]] A{T}[[ZH/I es un
conjunto linealmente independiente en z, lo que implica que el conjunto
{91,924 - -+, iz} Proporciona una base de Z/Z? en z y, por la equivalen-
cia de categorias 2.1.13.(3) se tiene que
1 ol o1
0= 7 = oy 9 ®0p;, Ox = Ly = 0

es una sucesién exacta y escindida en x de Ox-Mddulos localmente libres de
rangos [, r + s, r + s — l. Aplicando la Proposicién 3.2.11 resulta que f es
lisoen zydim, f =7r+s—1. O
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Notese que el Criterio jacobiano para el espacio formal afin y el disco
formal afin (Corolario 3.2.13) generaliza el Criterio jacobiano para el espacio
afin en Sch ([AK, Ch. VII, Theorem (5.14)]).

El siguiente corolario serd utilizado méas adelante en el desarrollo de la
teorfa de deformacion de esquemas formales (Capitulo 4).

COROLARIO 3.2.14. Sean Q)" <— Q) un encaje cerrado en Sfn y X’ EiN '
un morfismo en Sfn liso. Para cada punto v € X' existe W' C X' un abierto
con x € U y un esquema formal localmente noetheriano U liso sobre ) tal

que ' = U x9nY'.
DEMOSTRACION. Como es una cuestién local podemos suponer que los

morfismos 9’ = Spf(B') — 9 = Spf(B) y ¥ = Spt(4’) L5 9 = Spt(B)
estdn en Sfnys y que existen r, s € N tales que, si escribimos B'{T}[[Z]] :=
B{Ty, ..., T.}[[Z1,...,Z]], el morfismo f’ se factoriza en

X' = Spf(4') = D, = Spf(B{THZ])) = V' = Spf(5')
donde X' — D%, es un subesquema cerrado dado por un Ideal 7' = (I’ )4 C
2)/
Ops, con I' C B'{T}[[Z]] un ideal y p la proyeccién canénica (véase la

b))
Propiedad 1.3.2.(1)). Fijemos x € ¥'. Como f’ es liso, por el Criterio
jacobiano para el espacio formal afin y el disco formal afin (Corolario 3.2.13),

se tiene que existe {g}, g5, ..., g;} C I’ tal que:

<g£’x, gé’x, . ,gf,x> =1 y rg Jacy: /gy () =1 (3.2.14.4)
Reemplazando, si es necesario, X’ por un entorno abierto afin més pequeno
de = podemos suponer que I' = (g1, g5, ..., g)). Sea {g1, g2, ..., g1} C

B{T}[[Z]] tal que g; € B{T}[[Z]] ~» g, € B'{T}[[Z]] a través del homomor-
fismo continuo de anillos B{T}[[Z]] — B’{T}[[Z]] inducido por B — B’.
Llamemos I := (g1, g2, ..., g1) C B{T}[Z]] y X := Spf(B{T}[[Z]]/I). Se

verifica que X’ C X es un subesquema cerrado y que en el diagrama

%%Df% L .9

L1, ]

/ p !
¥ Dy 9

los cuadrados son cartesianos. De (3.2.14.4) se deduce que rg Jacy g (v) =1
y aplicando el Criterio jacobiano para el espacio formal afin y el disco formal
afin, resulta que X — ) es liso en « € X. Para finalizar la prueba basta
tomar 4l C X un entorno abierto de z € X tal que el morfismo 4 — 9) es liso
y Y el abierto correspondiente en X'.

O
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3.3. Morfismos étales

La mayor parte de los resultados de esta seccién son consecuencia de
los obtenidos en las Secciones 3.1 y 3.2. Estos resultados nos permitirdn
caracterizar en la Seccién 3.4 dos clases importantes de morfismos étales:
los morfismos de complecién y los encajes abiertos.

PROPOSICION 3.3.1. Dado X L 2 en Sfn sean J C Ox y K C Oy
Ideales de definicion con f*(K)Ox C J respecto a los cuales f = lim f,.
neN
Si X, ELR Y, es étale, Vn € N entonces f es étale.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de los resultados andlogos para los
morfismos no ramificados y lisos (Proposicién 3.1.1 y Proposicién 3.2.1). O

COROLARIO 3.3.2. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn adico y K C Og) un
Ideal de definicion. Consideremos {fn}tnen €l sistema directo de morfismos
de esquemas determinados por los Ideales de definicion K C Oy y J =
Y (K)Ox C Ox. El morfismo f es étale si, y sdlo si, dado J = f*(K)Ox
los morfismos X, ELR Y., son étales, Vn € N.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de los resultados anélogos para los
morfismos no ramificados y lisos (Proposicién 3.1.1 y Corolario 3.2.2). O

PROPOSICION 3.3.3. Sea X L 2 un morfismo en Sfn ddico y K C Og

un Ideal de definicion respecto al cual f = lim f,. El morfismo f es étale
neN

st, y solo si, es plano y dado J = f*(K)Ox el morfismo Xy Jo, Yy es étale.

DEMOSTRACION. Se deduce de los resultados andlogos para los morfis-
mos no ramificados y lisos (Proposicién 3.1.3 y Corolario 3.2.6). O

El siguiente ejemplo demuestra que en el caso no adico los dos resulta-
dos anteriores no se verifican y que, ademds, en general, el reciproco de la
Proposicién 3.3.1 no se cumple.

EJjEmMPLO 3.3.4. Dado K un cuerpo consideremos el morfismo de com-
plecién de Al alo largo de V((T')):

D} = Spi(K[[T]]) % Ak = Spec(KT])

Por la Proposicién 2.2.21 se tiene que « es étale y, sin embargo, los morfismos
Spec(K[T]/(T)"*') =% Al no son étales, para todo n € N.

PROPOSICION 3.3.5. Sea f un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito y
sean J C Ox y K C Og Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J y

respecto a los cuales f = lim f,. Si Xo Jo, Yy es étale, f es plano y
neN

F~ ) = fy ' (v), para todo y = f(x), x € X entonces f es étale.
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DEMOSTRACION. Es consecuencia del Corolario 3.1.10 y del Corolario
3.2.8. 0

El Ejemplo 3.3.4 muestra que el reciproco del resultado anterior no se
verifica.
En la Proposicién 3.3.6 se caracterizan localmente los morfismos étales.

PROPOSICION 3.3.6. Dado X EN 2 un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito, sean J C Ox y K C Og) Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J.
Dado x € X ey = f(x) las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es étale en x.
(2) Ox. es una Og y-dlgebra formalmente étale para las topologias

adicas.
(2') Oxy es una Ogy-dlgebra formalmente étale para las topologias
adicas.

(3) f es plano en x y f~(y) es un k(y)-esquema formal étale en x.
(4) f es plano y no ramificado en x.
)

~

(4) f es plano en z y (Q%E/m)m =0.
(5) f esliso en x y un cuasirevestimiento en x.

DEMOSTRACION. Aplicando la Proposicién 3.1.5 y la Proposicién 3.2.4
se tienen las siguientes implicaciones:

1) = (2) = (2) = @)= @)

(1) = ()

Veamos que (4) = (5). Por el Corolario 3.1.7 basta comprobar que f es
liso en . Ahora bien, por hipdtesis, se tiene que f es no ramificado en x vy,
por la Proposicién 3.1.5, resulta que 6357\35 ®O/m\y k(y) = k(z) y k(z)|k(y) es
una extensién finita y separable, por lo tanto, formalmente étale. Como f
es plano en x, por la Proposicién 3.2.4 se concluye que f es liso en z.

Por tltimo demostremos que (5) = (1). Para ello, es suficiente com-
probar que f es no ramificado en x o, equivalentemente por la Proposicion
3.1.5, que 6357\35 ®O/m\y k(y) = k(z) y que k(z)|k(y) es una extension finita y
separable. Como f es liso en z aplicando la Proposicién 3.2.4 se tiene que
63; es una @—zﬂgebra formalmente lisa para las topologias adicas y, por

cambio de base resulta que 633\1 ® ~— k(y) es una k(y)-algebra formalmente
Y

Oy

lisa. Entonces por la Propiedad 2.2.6 se tiene que Ox, ®5@\
Y

k(y)-algebra formalmente lisa para las topologias dadas por los ideales ma-

k(y) es una

ximales y aplicando [Ma, Lemmal, p. 216] resulta que @ ®5®\ E(y) es
Y

un anillo local regular. Ademds, por hipétesis se verifica que 6337\1@3 On k(y)
sY
es un k(y)-maédulo finito, por lo tanto, artiniano, con lo cual necesariamente
Oxr ®5— k(y) = k(z). Por ultimo, como k(z) = Ox, @ — k(y) es una
’ Oy .y ’ Oy .y

k(y)—élgeBra formalmente lisa se tiene que k(x)|k(y) es una extensién sepa-
rable (¢f. [EGA IV, (0.19.6.3)]). O
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COROLARIO 3.3.7. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito
y sean J C Ox y K C Og Ideales de definicion tales que f*(K)Ox C J.
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) f es étale.
(2) Para todo v € X,y = f(x), Ox, es una Oy -dlgebra formalmente
€tale para las topologias ddicas.
(2’) Para todo xz € X,y = f(x), 6;1 es una @—dlgebm formalmente
étale para las topologias ddicas.
(3) Paratodox € X,y = f(z), f~1(y) es un k(y)-esquema formal étale
enz y f es plano.
(4) f es plano y no ramificado.
(4’) f es plano y Q%{/m =0.
(5) f es liso y un cuasirevestimiento.

En Sch un morfismo es étale si, y sélo si, es liso y cuasifinito. En el si-
guiente ejemplo se muestra que en Sfn un morfismo liso y pseudo cuasifinito
no es étale. Se justifica asi la definicién de los cuasirevestimientos en Sfn
como la generalizacién de los morfismos cuasifinitos en Sch (véase la Defini-
cién 1.3.7).

EJjemMPLO 3.3.8. Dado K un cuerpo, el morfismo candnico de proyeccién
ID)}( — Spec(K) es liso, pseudo cuasifinito y, sin embargo, no es étale.

3.4. Propiedades especiales de los morfismos étales

En esta parte se caracterizan dos tipos importantes de morfismos étales:
los encajes abiertos y los morfismos de complecién. Estos ultimos son fun-
damentales en los teoremas de estructura de las condiciones infinitesimales
(Seccién 3.5). Otro resultado esencial para los teoremas de estructura es el
Teorema 3.4.5 en el que se establece una equivalencia de categorias entre los
2-esquemas formales étales ddicos y los Yp-esquemas étales para un esquema
formal localmente noetheriano ) = lim Y.

neN

Los dos resultados siguientes seran claves para la demostracion de los

restantes resultados de esta capitulo.

PROPOSICION 3.4.1. Dado X EN 2 un morfismo formalmente étale en
Sfn, sean & un -esquema formal en Stn y L C Og un Ideal de definicion tal
que & = lim Sn. Si Sy ho, % es un morfismo en Sfn que hace conmutativo

neN
el diagrama:

So —— 6

1]

x—1.9,
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donde Sy — & es el encaje cerrado candnico, entonces existe un unico -

morfismo & D % en Sfn tal que hls, = hg.

DEMOSTRACION. Por induccién en n vamos a construir una coleccién
h .
de morfismos {S,, — X},cn tales que, los diagramas:

Sp—

1
XQ;
hn—l
hn g
f

x—1 9

. . . h
son conmutativos. Para n = 1, por 2.2.3 existe un dnico morfismo S; — X
tal que hils, = hoy gls, = fohi. Sean € Ny supongamos construidos para

todo 0 < k < n morfismos Sy M, % tales que hgls,_, = hk—1y gls, = fohy.

Por 2.2.3 existe un unico morfismo S, fin, X tal que hyls, , = hp—1 ¥y
gls, = f o hy. El morfismo h := lim hy, es trivialmente un morfismo de
neN

esquemas formales y es el inico que hace el diagrama
So 6
"Ol /9 l
X—9
conmutativo. O

OBSERVACION. El resultado anterior es cierto si f es un morfismo en Sfn
formalmente liso y & estd en Sfn.

COROLARIO 3.4.2. Sea X L ) un morfismo étale en Stn y sean J C Ox

y K C Oy Ideales de definicion con f*(K)Ox C J tales que X ELN Yy es un
isomorfismo. Entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.4.1 existe un tinico morfismo 2) ER
X tal que el siguiente diagrama es conmutativo
Yo=——19

fo_ll 1y

Xog

/,

X—9
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Entonces, por el Corolario 2.2.16 se verifica que g es un morfismo étale. Con
lo cual, aplicando la Proposicién 3.4.1 se tiene que existe un tnico morfismo

X Ei ) tal que el siguiente diagrama es conmutativo
Xg— X

fOJ 1x

Yy S

f

9L x

necesariamente, f = f’ y f es un isomorfismo. O

En Sch se caracterizan los encajes abiertos como aquellos morfismos
étales que son radicales. En el siguiente teorema se extiende esta caracte-
rizacién y se relacionan los encajes abiertos en esquemas formales (véase la
Definicién 1.2.24) y en esquemas.

TEOREMA 3.4.3. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

(1) f es un encaje abierto.
(2) f es ddico, plano y, si K C Oy un Ideal de definicion y J =

F*(K)Ox, el morfismo de esquemas asociado X Jo, Yy es un encaje
abierto.

(3) f es étale ddico y radical.

(4) Ezisten J C Ox y K C Og Ideales de definicion con f*(K)Ox C J

tales que los morfismos X, I=, Y, son encajes abiertos, para todo
n € N.

DEMOSTRACION. La implicacién (1) = (2) se deduce de 1.4.4.(1). Dado
K C Og un Ideal de definicién, supongamos que se verifica (2) y veamos
que se tiene (3). Como fy es un encaje abierto, es un morfismo radical
y por tanto f es radical (véase la Definicién 1.2.25). Por otro lado, fy es
un morfismo étale y entonces, por la Proposicién 3.3.3 se tiene que f es
étale. Probemos que (3) = (4). Dado K C Og un Ideal de definicién y

J = f*(K)Ox, por el Corolario 3.3.2 se tiene que los morfismos X, ELN Y,
son étales, para todo n € N. Los morfismos f, son radicales para todon € N
(véase la Definicién 1.2.25) y entonces por [EGA IV, (17.9.1)] resulta que
fn es un encaje abierto, para todo n € N. Por ultimo, supongamos que
se tiene (4) y demostremos (1). Con las notaciones de (4), existe Uy C Yo
abierto tal que fj se factoriza en

Xo 22 Uy &2 v,
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donde f{ es un isomorfismo e igp es la inclusién canénica. Sea $ C Q) el
subesquema formal abierto con espacio topolégico subyacente Uy. El encaje

abierto 4 — 9) es étale, entonces la Proposicién 3.4.1 implica que existe un

morfismo X £, il en Sfn tal que el diagrama:
X ! b))
by

fo

10
fo

Uo
es conmutativo. Por otro lado, como los morfismos f, son étales, para
todo n € N, la Proposicién 3.3.1 implica que f es étale. Entonces por el
Corolario 2.2.15 se tiene que f’ es étale y, aplicando el Corolario 3.4.2, f es
un isomorfismo y, por lo tanto, f es un encaje abierto. O

Xo Yo

En la Proposicién 1.4.11 se ha visto que todo morfismo de complecién es
un pseudo encaje cerrado plano. En el criterio que se enuncia a continuacién
se prueba que esta condicién también es suficiente. De este modo, se caracte-
rizan los morfismos de complecién y, por lo tanto, se determina cuando un )-
esquema formal X es la complecién de ) a lo largo de un subesquema formal
cerrado. Los morfismos de complecién jugarian un papel importante en los
teoremas de estructura de los morfismos no ramificados, de los morfismos
étales y de los morfismos lisos (Teorema 3.5.1, Teorema 3.5.2 y Teorema
3.5.3).

TEOREMA 3.4.4. Dado X L 2 en Sfn sean J C Ox y K C Oy Idea-
les de definicion tales que f*(K)Ox C J. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) Existe ' C Q) un subesquema formal cerrado tal que f es el mor-
fismo de complecion de Q) a lo largo de )’ y, por lo tanto, X = D /9y -
(2) El morfismo f es un pseudo encaje cerrado plano.

(3) El morfismo f es étale y Xy ELN Yy es un encaje cerrado.
(4) El morfismo f es un pseudo encaje cerrado liso.

DEMOSTRACION.

La implicacién (1) = (2) es la Proposicién 1.4.11. Veamos que (2) =
(3). Como f es un pseudo encaje cerrado, por el Corolario 3.1.13 se tiene que
f es no ramificado. Entonces como f es plano, el Corolario 3.3.7 implica
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que f es étale. La equivalencia (3) < (4) es consecuencia del Corolario
3.1.13. Por tltimo, demostremos que (3) = (1). Por hipdtesis el morfismo

Xo ELN 2 es un encaje cerrado. Consideremos ),/ x, % 9 el morfismo de
complecion de 9 a lo largo de X y veamos que X e 9, x, son 9-isomorfos.
Por la Proposicién 2.2.22 el morfismo x es étale y, entonces aplicando la
Proposicion 3.4.1 se tiene que existe un gJ-morfismo X LN 2 /x, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

x / D)
\ /
2

/Xo

X, fo Y,
Y
po=1x,
Xo
De la Proposicién 2.2.15 resulta que ¢ es étale y entonces por el Corolario
3.4.2 se tiene que ¢ es un isomorfismo. U

OBSERVACION. En la implicacién (3) = (1) se ha probado que dado )
en Sfn, P’ C 2 un subesquema formal cerrado definido por el Ideal Z C Oy,
K C Og un Ideal de definicién de P y n € N se verifica que

Dy =Yy
siendo Yy = (9, Oy/(T + K™t1).

Dado Y un esquema étale e Yy C Y un subesquema cerrado con el
mismo espacio topoldgico subyacente, el funtor X ~» X Xy Y{ define una
equivalencia entre la categoria de los Y-esquemas étales y la categoria de los
Yo-esquemas étales (véase [EGA IVy, (18.1.2)]). En el siguiente teorema se
extiende esta equivalencia a la categoria de esquemas formales localmente
noetherianos.

TEOREMA 3.4.5. Sea Q) en Sfn y K C Og) un Ideal de definicion respecto

al cual P = lim Y,. Entonces el funtor
neN

-esquemas formales étales ddicos LN Yy-esquemas étales
X ~ X Xy Yb

es una equivalencia de categorias.
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DEMOSTRACION. Por [McL, IV, §4, Theorem 1] basta probar que: a)
F es pleno y fiel; b) dado X un Yp-esquema étale existe X un 2)-esquema
formal étale adico tal que F/(X) = X xg Yy = Xo.

La afirmacién a) es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.4.1.

Veamos b). Dado Xy un Yj-esquema étale en Sch por [EGA IV,
(18.1.2)] existe X; un Yj-esquema étale localmente noetheriano tal que
X1 Xy, Yo = Xp. Razonando por induccién en n € N y usando [EGA IV,
loc. cit.], se consigue una familia { X, },en tal que, para cadan € N X, es un
Y,-esquema étale localmente noetheriano y X,, Xy, Y,—1 = X,,_1, para todo

n € N. Entonces X := h_m) X, es un esquema formal localmente noethe-
neN

riano 9-adico (por [EGA I, (10.12.3.1)]), X xg9Yp LTy % (X Xy, Yp) =

Xo v X es un P-esquema formal étale (véase la Proposicién 3.3.1). U

COROLARIO 3.4.6. Sea X EN ) un morfismo en Stn étale. Dados J C
Ox, y K C Og Ideales de definicion tales que f*(IK)Ox C J. Si el morfismo
nducido Xg ELN Yy es étale, entonces f es étale ddico.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.4.5 existe un morfismo X’ i ) en
Sfn étale ddico tal que X’ xg9 Yy = Xy. Entonces por la Proposicién 3.4.1

existe un morfismo X & X’ en Sfn tal que el diagrama

fo

\ %
go=1x,

Xo

es conmutativo. Aplicando la Proposicién 2.2.15 se tiene que g es étale vy,
del Corolario 3.4.2 se deduce que g es un isomorfismo y, por lo tanto, f es
étale adico. O

COROLARIO 3.4.7. Sea X EN ) un morfismo en Sfn. El morfismo f es
€tale ddico si, y solo si, existen J C Ox y K C Og Ideales de definicion con

fA(K)Ox C J de forma que los morfismos inducidos X, ELN Y, son étales,
para todo n € N,

DEMOSTRACION. Si f es étale ddico dado K C Og un Ideal de definicién
y J = f*(K)Ox (que es un Ideal de definicién de X por ser f adico) por
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cambio de base se tiene que los morfismos X, EL Y,, son étales, para todo
n € N. El reciproco es consecuencia de la Proposiciéon 3.3.1 y del corolario
anterior. U

El Teorema 3.4.5 dice que dado ) = hin> Y, en Sfn y X( un Yp-esquema
neN

étale existe un dnico (salvo isomorfismo) )-esquema formal X étale tal que
X x9 Yy = Xo. Pero, ;qué ocurre cuando Xy es un Yp-esquema liso?

PROPOSICION 3.4.8. Sea Q) en Sfn y K C Oy un Ideal de definicion

respecto al cual ) = hin> Y,. Dado Xy fo, Yy un morfismo en Sch liso en
neN

x € Xg, existe un abierto Uy C Xg, x € Uy y un -esquema formal U liso
ddico tal que Y xg9) Yy = Up.

DEMOSTRACION. Como es una cuestién local en ), podemos suponer
que Q) = Spf(B) esta en Sfnye, K = K2 con K C B un ideal de definicién

de B, By = B/K y que Xy = Spec(4y) ELN Yy = Spec(Byp) es un morfismo
en Schyf liso en z € X. Por la Proposicién 3.2.9 existe Uy C X abierto con
x € Uy tal que fo|y, se factoriza en

fo

Up = AY, = Spec(Bo[T]) = Yo
donde f{ es un morfismo étale y po es la proyeccién candnica. El morfismo

po se levanta al morfismo de proyeccién Ay = Spf(B{T}) 2, 9 de modo
que el siguiente diagrama es cartesiano

A} BLAENY)!

féL L

Up —% AL 2y,

Aplicando el Teorema 3.4.5, existe 4 un A%-esquema formal localmente
noetheriano étale adico tal que Uy = U X Ap, Ay, . Entonces 4 es una -
esquema formal liso adico tal que Uy = U xg Ys. O

3.5. Teoremas de estructura para las condiciones infinitesimales

En las secciones anteriores hemos visto que las condiciones infinitesimales

de un morfismo lim f, en Sfn ddico estdn determinadas por el morfismo
neN

fo (véase las Proposiciones 3.1.3 y 3.3.3 y el Corolario 3.2.6). Sin embargo,
los ejemplos 3.1.4 y 3.3.4 ilustran que, en ausencia de la hipdtesis ddica no
se tiene esta correspondencia. En esta seccién se prueban los resultados
principales de esta capitulo (Teorema 3.5.1, Teorema 3.5.2 y Teorema 3.5.3)
en los que se da una descripcién local de las condiciones infinitesimales en
funcién de los morfismos de complecién (descritos en el Teorema 3.4.4) y de
las condiciones infinitesimales adicas.
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El siguiente teorema traslada una propiedad de caracterizacién de los
morfismos no ramificados conocida por Grothendieck ([EGA IVy, (18.4.7)])
al contexto de esquemas formales.

TEOREMA 3.5.1. Sea X 4 ) un morfismo en Sfn no ramificado en
x € X. Entonces existe 34 C X abierto con x € U tal que f|g se factoriza

& ot I
U—=-x =9
donde k es un pseudo encaje cerrado y f' es un morfismo étale ddico.

DEMOSTRACION. Sean J C Ox y K C Og Ideales de definicién tales
que f*(K)Ox C J. El morfismo de esquemas fy asociado a estos ideales es
no ramificado en = (Proposicién 3.1.1) y, por [EGA IVy, (18.4.7)] existe un
abierto Uy C Xy con z € Uy tal que fy|y, se factoriza en

K i
U N Xé —, Y
donde k¢ es un encaje cerrado y fj es un morfismo étale. El Teorema

3.4.5 implica que existe un morfismo X’ Ei ) étale adico en Sfn tal que
X' x99 Yy = X{. Entonces si & C X es el abierto con espacio topolégico

subyacente Uy, por la Proposicién 3.4.1 existe un morfismo 4 = X’ tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

I fls DY
xl

U folug Yy

fo
KO

!
XO
Como f es no ramificado, por la Proposicion 2.2.15 se verifica que k es no

ramificado. Por otra parte, kg es un encaje cerrado y entonces, aplicando el
Corolario 3.1.13 se tiene que k es un pseudo encaje cerrado. O

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos la siguiente des-
cripcién local que dice que los morfismos étales son composicién de una
complecién con un morfismo étale adico.

TEOREMA 3.5.2. Sea X ER ) un morfismo en Sfn étale en x € X.
Entonces existe L C X abierto con x € i tal que f|y se factoriza

ulx’f_@@

donde K es un morfismo de complecion y f' es un morfismo étale ddico.
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DEMOSTRACION. Por el teorema anterior se tiene que existe Y C X
abierto con z € i tal que f|y se factoriza en

!
usx Ly
donde k es un pseudo encaje cerrado y f’ es un morfismo étale adico. En-
tonces como f|y es étale y f’ es un morfismo étale adico, por la Proposicién

2.2.15 se tiene que k es étale y aplicando el Teorema 3.4.4 resulta que k es
un morfismo de complecion. O

TEOREMA 3.5.3. Sea X EN 2 un morfismo en Sfn liso en x € X. En-
tonces existe b C X abierto con x € Y tal que f|y se factoriza

Ko S
H-x -9
donde k es un un morfismo de complecion y f' es un morfismo liso ddico.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.2.9 existe 0 C X abierto con
x € U tal que f|g se factoriza en

g P
0 = A% =9
donde g es étale y p es la proyeccion canénica. Aplicando el teorema anterior

al morfismo ¢ se concluye que existe 4 C X abierto con = € i tal que f|y se
factoriza en

K / f” n P
U=X — Ay =9
donde x es un morfismo de complecién, f” es un morfismo étale adico y p es
la proyeccién candnica, de donde se sigue que f' = f” o p es liso 4dico. [



CAPITULO 4

Teoria basica de deformacion de esquemas
formales lisos

Al igual que ocurre en Sch los morfismos lisos son el concepto central de
una teoria de deformaciéon en Sfn. El problema consiste en construir mor-
fismos que extienden un morfismo sobre un esquema formal liso a una base
que es un “entorno infinitesimal” de la original. Se plantean, por tanto, las
cuestiones de existencia y unicidad. FEsta teoria se controla mediante co-
homologia, resultan especialmente tiles los calculos empleando el complejo
de Cech. Se plantea también la construccién de esquemas sobre un entorno
infinitesimal de la base. La existencia de tal levantamiento estara controlada
en un grupo de cohomologia de orden 2 y por emplear métodos elementales,
estilo Cech nos cefiiremos al caso separado.

Todos los resultados de este capitulo generalizan a los resultados analogos
en Sch. Para su desarrollo nos hemos guiado por la exposicién hecha en [I,
p. 111-113].

4.1. Levantamiento de morfismos

Dado X ERN ) un morfismo de pseudo tipo finito consideremos un dia-
grama conmutativo en Sfn

30¢>3

X—9

donde 3p — 3 es un subesquema formal cerrado dado por un Ideal Z C O3
de cuadrado nulo. Observemos que el morfismo ¢ es la identidad como
aplicacion de espacios topoldgicos y, por lo tanto, podemos hacer la iden-
tificacion .0z, = Oz,. A través de esta identificacién se tiene que el
Ideal Z tiene estructura de O3,-Mdédulo y ademds i*Z = Z. Un mor-
fismo 3 = X es un levantamiento de ug sobre ) si hace conmutativo el
diagrama anterior. ;Cuédndo podemos asegurar la unicidad y la existencia
de levantamiento para un 9)-morfismo 39 — X¥? En 4.1.1 se demuestra
que si Homo; (uzgﬁé€ /@,I) = 0 entonces el levantamiento es tnico. Y la

Proposicién 4.1.2 establece que existe una obstruccion en Ext%f)so (uzﬁ]ﬁ%€ /9’ 7)

113
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a la existencia de levantamiento. Por ejemplo, si f es étale para todo mor-
fismo ug en las condiciones anteriores siempre existe un tnico levantamiento
(véase el Corolario 2.2.4).

4.1.1. De 2.2.17 se deducen los dos resultados siguientes relativos a la
unicidad del levantamiento:
(1) Si3 % %, 3 % X son dos levantamientos de ug sobre 9), el mor-
fismo

es una 9J)-derivacién continua. El Lema 2.1.23 y el Teorema 2.1.22

implican que existe un tnico morfismo de Ox-Mddulos ﬁ; /9 2,

ug«Z que hace el diagrama

Jx/@ ~

v

uo*I

wl—ot

conmutativo.
(2) Fijado un levantamiento 3 % X de ug y dado Q%e/@ 2, ugxZ un

morfismo de Ox-Médulos, se verifica que v# := uf + ¢ o c/i\x/@ define
otro levantamiento de ug.
En resumen, si existe algin levantamiento 3 — X de ug sobre ), entonces
el conjunto de los levantamientos de ug sobre ) es un espacio afin sobre
Homo, (ﬁﬁe/m, up+Z) (o equivalentemente sobre Homo, (USQ%E/@’I))'

OBSERVACION. Utilizando el lenguaje de teoria de torsores los resultados
en 4.1.1 expresan que el haz en 3¢ que para cada 4 C 3 abierto asocia al
abierto correspondiente Ly C 3¢ el conjunto de levantamientos { — X de
up|y, sobre P es un pseudo torsor sobre Homos, (uéﬁg/@,I).

Bajo las hipétesis de 4.1.1, jcudndo podemos asegurar la existencia de
levantamiento de ug sobre )7 En la Proposicion 2.2.2 se ha visto que si f
es liso y 3¢9 < 3 estd en Sfn,¢, entonces existe levantamiento de ug sobre 2).
El problema es, por tanto, de recoleccién de datos locales a un dato global.

PROPOSICION 4.1.2. Consideremos un diagrama conmutativo en Sfn
30——3

J« : // J«
uo v
4

PN 2
donde X EN 2 es un morfismo liso y 30 — 3 es un subesquema formal
cerrado dado por un Ideal T C O3 de cuadrado nulo. Entonces existe c,, €

Ext}gso (uéﬁé/@,f) de modo que:
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. - . . u .
cuy = 0 si, y sdlo si, existe 3 — X un levantamiento de uy sobre ).

DEMOSTRACION. Sea () un recubrimiento afin abierto de 3 y i =
(Uq,0) €l recubrimiento afin abierto correspondiente de 3¢ de modo que,
para todo «, i, o — 4, es un encaje cerrado en Sfnys dado por el Ideal 7|y,
de cuadrado nulo. Como f es un morfismo liso, la Proposicién 2.2.2 implica
que para cada « existe un levantamiento $, — ¥ de wo| i, SObre ). Para
cada par de indices a, § tal que U,g := Uy, Nz # &, si llamamos U,z
al abierto correspondiente en 3¢ aplicando 4.1.1.(1) se verifica que existe

un tnico morfismo de Ox-Mébdulos Qég/@ Yot (u0]s1,5.0)%(Zlits.,) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo

dzx /9 51

Ox X/

(valu, z) —(vslu, )ﬁ‘
s o l ¢aﬁ

(UO |Lla57o)* (I|11a5’0)

Consideremos uéﬁé/@]uaﬁ — Tly,,, el morfismo de O, , -Mddulos adjunto
de ¢o3, que continuaremos denotando por ¢,3 cometiendo un pequeno abuso
de notacién. La familia de morfismos ¢y := (¢opg) verifica la condicién de
cociclo; es decir, para cualesquiera o, 3, 7y tales que g, := U NUFNLL, #
g, se tiene que

Paplitas, = Parlttag, T D8y ltts, =0 (4.1.2.1)

Por lo tanto, ¢g € Zl(i,[, Homos, (uaﬁé/@,f)). Ademas, resulta que su clase
[y] € i’ (U, Homo,, (uéﬁé/@,I)) no depende de los levantamientos v,. En

. . . w .
efecto, si, para cada « arbitrario, , — X es otro levantamiento de ug|yy,

sobre 9), por 4.1.1.(1) existe un unico ¢, € Homx(ﬁé/@, (uolstn o)+ (Zls,))
tal que vg{ — wg = ¢q © c/l\x/@. Entonces para todo par de indices «, 3
tales que U,3 # @ dado Y. € Homx(ﬁg/m,(u0|uaﬁ’0)*(f|uaﬁ)) tal que

wtﬁ:v|ua5 - w%|ua5 = ¢a5 © (/1\35/@, se tiene que
Vap = Gap + Dplus — Paluts

En otras palabras, los cociclos 1y = (¢a8) y ¢y se diferencian en un coborde
de donde se concluye que [pg] = [¢y] € Hl(ﬂ,HomQ,,O (u(’;/\lx/@,f)). Con
un razonamiento andlogo se probaria que, dado U un refinamiento de i,
entonces [¢y] = [px] € ﬁl(Bo,Homoao(uaﬁé/@,I)). Se define:

Cup = [0u] €T (30, Homo, (usQk /9. T) = ([T, (5.4.15)))
H (30, Homos, (150 /m, T))
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Por otra parte, como f es liso la Proposicién 2.3.5 implica que Q%E/@ un
Ox-Médulo localmente libre, con lo cual,

Veamos que ¢, es la obstruccién para la existencia de levantamiento de
up. Si up admite un levantamiento se comprueba facilmente que ¢,, = 0.
Reciprocamente, supongamos que ¢,, = 0. A partir de (v,) vamos a cons-
truir una coleccién (i, —= %) de levantamientos de g tlyo SObre 9 y, que
se recolectan en un morfismo 3 — ¥. Por hipGtesis, se tiene que existe
(¢a) € Co(ﬂ,Hom@30 (ugﬁé/@,f)) tal que, para cada par de indices a, 3
con Uop # 9,
Palsts — P8litns = dap (4.1.2.2)

Para cada a, sea o, —> X el morfismo que coincide con uols, , como apli-
cacion de espacios topolégicos y dado como morfismo de espécios topolo-
gicamente anillados por ug{ = vg{ — g © c/l\x/@. Entonces, por 4.1.1.(2) se
tiene que wu, es un levantamiento de wul, , sobre ) para todo « y, de los
datos (4.1.2.2) y (4.1.2.1) se deduce que los morfismos u, se recolectan en

un morfismo 3 & ¥. |

COROLARIO 4.1.3. En las hipdtesis de la proposicion anterior, si 3 es
un esquema formal afin, existe un levantamiento de ug sobre ).

DEMOSTRACION. Como 3¢ es un esquema formal afin se tiene que
H1(30,H0m030 (u(ﬁﬁlx/@,f)) =0 [AJL1, Corollary 3.1.8]
y, por lo tanto, el corolario se deduce de la proposicién anterior. O

Obsérvese que el resultado anterior ya se habia probado en la Proposicién
2.2.2.

4.2. Levantamiento de esquemas formales lisos

Dados Xg ELN 2o un morfismo liso e Py — P un encaje cerrado dado
por un Ideal Z de cuadrado nulo, nos planteamos las siguientes preguntas:

(1) Supongamos que existe un 9-esquema formal X liso tal que X xg
Vo = Xo, icudndo es X tnico? En la Proposicién 4.2.3 se vera que
si Extl(ﬁéeo /2010 ) = 0, entonces X es dnico salvo isomorfismo.

(2) (Existe un 9-esquema formal X liso tal que X xg9 Yo = Xo?
Para cada punto z € X existe Uy C Xy un abierto con xz € i
y un esquema formal localmente noetheriano i liso sobre ) tal
que Yy = U xg9 Yo (véase el Corolario 3.2.14). Y, en general,
la’ Proposicion 4.2.4 demostrara la existencia de un elemento en
Extz(Q%eO /0 f3Z) de cuya anulaciéon depende la existencia de X.
En particular, cuando fy est en Sfn,s el Corolario 4.2.5 asegura la
existencia de X.
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4.2.1. Supongamos que Xy ELN 2o es un morfismo liso e Yo — P un
encaje cerrado dado por un Ideal Z C Oy de cuadrado nulo, por lo tanto,

o e 2 tienen el mismo espacio topoldgico subyacente. Si existe X I, ) un
morfismo liso en Sfn tal que el diagrama:

:{OLQJO
jl

|
x oy

es cartesiano diremos que X (o que el morfismo Xy — X) es un levantamiento

liso de Xo sobre ).

4.2.2. Sean X Jo, 2o un morfismo liso, Py — ) un encaje cerrado

dado por un Ideal T C Oy de cuadrado nulo y X EN ) un levantamiento
liso de X( sobre ). Observemos que, como f es un morfismo plano, j es un
encaje cerrado dado (salvo isomorfismo) por el Ideal f3Z de cuadrado nulo.

4.2.2.1. Denotemos por Auty,(X) el grupo de P-automorfismos de X
que inducen la identidad en Xp. En particular, se tiene que 1x € Auty, (%)
y, por lo tanto, Autx,(X) # @. Existe una correspondencia biunivoca

Aut, (%) = Homoy (g, 3« £5Z) = Homo, (Qk, jm,» £6Z)
definida via el isomorfismo Derconty(Ox, j. f¢Z) = Homo, (@;E oy I f57)
(Teorema 2.1.22) por g € Auty, (%) ~ g* — lgg € Derconty(Ox, j« f3Z). En

efecto, dado ﬁ%e/@ 2, J«f¢Z un homomorfismo de Ox-Mddulos, por 4.1.1.(1)

el morfismo X % X definido por gt = 126 +¢o c/i\x/@ y que es la identidad
como aplicacién topolégica, estd en Auty,(X) (su inverso g~! estd definido
por (9)f = 15 — ¢ 0 dxg).

4.2.2.2. Si X( estd en Sfnyr vy Xo <, X' es otro levantamiento liso sobre
g
92, entonces existe un -isomorfismo X — X’ tal que g|x, = 7

aplicando la Proposicién 2.2.2 existen morfismos X % X/, X' £ X en Sfn
tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Asi es,

X < . x
4 ‘QL/
!
X —9
Entonces como ¢ o glx, = j, 9o ¢ |x, = j/, por 4.1.1.(1) se verifica que

existen ¢ € Homo, (Q;E/@,j*fO*I) y ¢' € Homo,, (Q&,/@,jifgl') tales que

(g 0g) = 1ﬁx +¢o gx@ (gog)t = 1ﬁx/ +¢' o C%@/m
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De 4.2.2.1 se deduce que ¢’ o g € Auty,(X), go g € Autx,(X') y, por lo
tanto, ¢g es un isomorfismo.

4.2.2.3. Si X <, X’ es otro levantamiento liso sobre ) entonces el con-
junto de 2-isomorfismos de X en X' que inducen la identidad en Xg es
un espacio afin sobre Hom(gaao(Q%€0 /Do’ f3Z) (o, equivalentemente por ad-

juncién sobre Hom@x,(ﬁé /9 JLf3T)). Veamos por qué. Supongamos que
x4 xyx b, % son dos 2-isomorfismos tales que g|x, = h|x, = j'. Por
4.1.1.(1) existe un tinico homomorfismo de Ox-Mddulos ﬁi’/@ 2, JLfGT tal

que ¢ —hf = ¢o c/l\x//@. Reciprocamente, si ¢ € Homo, (Q%&)/%’ ARS
Homox/(ﬁi,/m,j;fé‘ )y £ L X es un P-isomorfismo con gy, = 7', el

2-morfismo X b % definido por bt = ¢t + ¢ o c/l\x/ /9 que como apli-
cacién topolodgica es la identidad, es un isomorfismo. En efecto, se veri-
fica que (ho g™ ')f — 126, € Derconty(Ox, jLf3Z) v que (g7 o h)f — 126 €
Dercontgy(Ox, ji f{Z), de donde por 4.2.2.1 resulta que ho g~! € Autx, (X')
yg lohe Autx, (X) y, por lo tanto, h es un isomorfismo.

PROPOSICION 4.2.3. Sean 9o — 2 un encaje cerrado en Sfn definido

por un Ideal T C Ogy de cuadrado nulo y Xo ELN Do un morfismo liso en Sfn
y supongamos que existe un levantamiento liso de Xy sobre ). Entonces el
conjunto de las clases de isomorfia de levantamientos lisos de Xg sobre %)

es un espacio afin sobre Extl(ﬁio/%, 0Z).

DEMOSTRACION. Sean X Jox v Xo <, X' dos levantamientos lisos
sobre 9). Dado Y = (4,,) un recubrimiento abierto afin de X sean (i)
y (U)) los recubrimientos afines abiertos de X y X’ correspondientes. Por

4.2.2.2 para cada « existe un isomorfismo de )-esquemas formales 4, — &/,
tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Por 4.2.2.3 para cada par de indices a, 8 tal que Uypg0 := Uao NUgog # D
si Uop 1= Uq Ng y U 5 = U, NG, existe un tinico homomorfismo de

, N ¢o¢[3 . ~
Oy, 5.,-Modulos Q;O/Yomaﬁ’o — (f07)|u,s, tal que su adjunto Qh&@/y —

(7' |st0p.0)+ (F3T)) i, que, con un abuso de notacién continuaremos llamando

¢ap, verifica que

Ualttys = Uplttas = Pap © dsy /)
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Entonces ¢y = (dap) € Cl(ﬂ,HomoxO(ﬁéo/%,fgI)) verifica para todo
a, 3, v tal que Uygy = U NUg N LU, # @, la condicién de cociclo

Pablstas 0 — Parlttapyo T Poyltts o = 0 (4.2.3.3)

y, por lo tanto, ¢g € Zl(il,Homo36 (Q1 0Z)). La definicién del ele-

Xo/Do’
mento cy = [Py € I:Il(il, 'Homoxo( Xo/20° 10 7)) no depende de los isomor-

fismos u,. En efecto, dada (8, — 4U.) otra coleccién de -isomorfismos
tales que, para cada o, vy 0 jlu,, = J'ls., sea Yy el elemento (Ya3) €
“ 1 <7 ~

C (41, Homo,, (Q%EO/@ 7)) tal que Ua|u - B|ila5 = Yag Odu’ 4/ para
cada par de indices a,ﬁ tal que Uo50 # @. Por 4.2.2.3 ex1ste ((ba)
o (U, Homoy, (on/%, fgI)) tal que, para cada a, Uy — Vo = Pg © dug/@ v,
por lo tanto, [¢y] = [Yy] € i (U, Homo, (2 xo/%,fgf)). Por otro lado, si

0 es un refinamiento por abiertos afines de i, de lo visto arriba se deduce
que cy = cgy y entonces se define

= [¢u] €H' (X0, Homoy, (V, jmr f5T) = ([T, (5.4.15)])
H' (X0, Homoy, (U, joy- F6T)) = Ext' (0 g0, 5T

Remprocamente sea X EN ) un levantamiento liso de X y consideremos
¢ € Ext (Ql Xo/20>102). Tomemos 4 = (Uq,0) un recubrimiento por abiertos
afines de Xy, () el recubrimiento por abiertos afines correspondiente en X y

~1 ~
by = (¢ap) €Z (&HOWLO%(Q%{O/@W f37)) tal que ¢ = [¢g]. Para cada par
de indices «, 3 tal que U5 = U, Nig # @, el morfismo U, 2B, HUag que es
la identidad como aplicacién topoldgica y que, como aplicaciéon de espacios
topoldgicamente anillados estd dado por u(ﬁw = 121(15 +@apody, 5/ verifica:
® uyg € Auty;  (Hap) (por 4.2.2.1)

° uoc/3|ila5~, o u;ﬂuam o u57|uam = 1%57, para cualesquiera a, 3,
tales que HUup, = Uy NUg N LU, # & (porque (¢op3) verifica la
condicién de cociclo (4.2.3.3))

® Uga = 11104 y u;gl = UBa

Entonces los 9)- esquemas formales i, se recolectan proporcionando un le-
vantamiento liso .'f’ Qj de Xy a través de los morfismos de pegado uqg,

ya que el morfismo X EN 2) es compatible con los isomorfismos 3. O

CONCLUSION. La Proposicién 4.2.3 en lenguaje de teoria de torsores
admite la siguiente interpretacion: el haz en Xy que asocia a cada abierto
g C Xp el conjunto de las clases de isomorfia de levantamientos lisos de g
sobre ) es un pseudo torsor sobre Ext (Q;E Do’ 0Z).

OBSERVACION. En las hipétesis de la Proposicién 4.2.3, si fo e ) estdn en
Sfnas, se tiene que HY (X, Homoy, (Q%&)/@o’ f3Z)) =0 (¢f. [AJL1, Corollary
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3.1.8]) v, por lo tanto, existe una dnica clase de isomorfia de levantamientos
de Xy sobre ).

PROPOSICION 4.2.4. Sea o — 2 un encaje cerrado en Sfn dado por un

Ideal T C Og de cuadrado nulo y Xo ELN No un morfismo en Sfn liso con
Xo un esquema formal separado. Entonces ewiste cy, € ExtQ(Qégo/%,fgI)

de modo que:
cfy, = 0 si, y solo si, existe un levantamiento liso X de Xo sobre Q).

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.2.19 y por el Corolario 3.2.14
existe Y = (Uy,0) un recubrimiento afin abierto de Xy, tal que para cada «
existe U, un levantamiento liso de i, o sobre ). Como X es un esquema
formal separado .50 := Hao N Ugo es un abierto afin para cualesquiera
a, 3y, si llamamos U3 C Uy y Uga C Ug a los abiertos correspondientes,

Uag
por 4.2.2.2 existe un isomorfismo {4 - HUgq tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

uaﬁ,o — ﬂaﬁ

NN

Upg — 9

Ahora bien, para cualesquiera a, 3,7 tal que Uyg0 1= Ua0NUg 0N, 0 # T,
se verifica que

~1
UaBy = ua'y‘ilygﬂﬂrya © uﬁﬂ/‘ﬂgaﬂu@y © uaﬁ’ﬂaﬁﬂﬂaq S Allt,uaB%O (uaﬁ N L[Om/)

y por 4.2.2.1 existe un tnico ¢agy € I'(Hagy,0, Homoy, (ﬁégo/%,fgf)) tal

# #

que g g, — 1%57

= ¢op- Entonces el elemento

) -~ %
Pt = (¢apy) € C (u’HOmOXO(Q%&)/@O’fOI))

verifica para cualesquiera a, 3, 7, 0 tal que Uygys0 = Ua,0 N U0 NV, 0N
Vs, # 9, la condicién de cociclo

(ﬁaﬁ’y‘ﬂaﬁw(syo - (ﬁawé‘ﬂaﬁy(s,o + (bﬁ"ﬂs‘ﬂaﬁw,o - ¢55a’ﬂa576’0 =0 (4244)

y, por lo tanto, ¢y € 22(11, Homoy, (@&0/%, f3Z)). Utilizando 4.2.2.3 y con
razonamientos andlogos a los de la demostraciéon de la Proposicién 4.2.3, se
comprueba que la definicién de cy := [¢y] € I’ (U, Homoy, (ﬁ;o /Do’ 1I))
no depende de los isomorfismos u,g escogidos. Con lo cual, si U es un
refinamiento por abiertos afines de i, se tiene que

=2 A *
cgy=cyg €H (%O,HOmoxo (Qflfo/@o’ f67))
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La Proposicién 2.3.5 implica que SAZ%{O /), €8 un Ox,-Médulo localmente libre.

Ademias X es separado y, por lo tanto, se define':
~ 2 ~ *
Cfy = [¢u] €H (:{o,HomoxO (Q%&)/QJo’fOI)) =
HQ(%07 Hom(’)xo (9:1{0/2)07 f(ak:z’-)) - EXtQ(Q:l{O/QJO7 O*I)

Veamos que cy, es la obstruccién para la existencia de levantamiento liso
de X sobre ). En efecto, si existe X un levantamiento liso de Xy sobre ) se
tiene que cg, = 0. Reciprocamente, tomemos {4 = (,,0) un recubrimiento
por abiertos afines de Xy y U, levantamiento liso de i, sobre ) para
cada «, de modo que, con las notaciones establecidas al comienzo de la

., ~2 ’\1
demostracion, cg, = [py] con ¢y = (pagy) € Z (u,HOmOxo(on/%,fSI))-
Vamos a recolectar los )-esquemas formales (4,) a un levantamiento de

T . > ~
X sobre 9). Por hipdtesis se tiene que ¢y € B (L[,Hom@xo (Qflfo/@o’ f31))

y, por lo tanto, existe (¢qg) € Cl(ﬂ,Homoxo(ﬁﬁ%/%,f{{I)) tal que, para
cualesquiera a, 3,7 con Uygy0 # 9,

Paplttsro — Porylttapy o + P8vttap, 0 = Pasy (4.2.4.5)

Para cada par de indices «, 8 tal que .30 # &, el morfismo U,p SR Uga
que es la identidad como aplicacion topoldgica y que, como aplicaciéon de
espacios topolégicamente anillados estd dado por vg{ 5= ui ﬁ—(ﬁag oc/l\x /@\ Uogs
verifica:

e v, es un isomorfismo de P-esquemas formales (por 4.2.2.3)

° U;'Hﬂwﬁﬂﬂw 0 Vg l8t50n8t5, © Vapltlasntley = il snil,,, Para cuales-

quiera o, 3, v tales que Uyg0 # @ (por (4.2.4.4) y (4.2.4.5))

® Voo =1y, ¥ vgﬁl = Vga

Entonces los 9)-esquemas formales 4, se recolectan en un levantamiento liso

X EN 2 de Xy a través de los morfismos de pegado v,g.
O

COROLARIO 4.2.5. En las hipdtesis de la Proposicion 4.2.4, si fo e %)
estan en Sfnye, existe un levantamiento de Xy sobre ).

DEMOSTRACION. Aplicando [AJL1, Corollary 3.1.8] se tiene que
Hz(x07 HomOxO (leO/QJO7 f()kz.)) =0
y entonces el resultado es consecuencia de la proposiciéon anterior. O

CUESTION ABIERTA 2. Si Xj no es separado, el argumento empleado
en la demostracién de la Proposicion 4.2.4 no es valido. Conjeturamos que
una construccién adecuada del complejo cotangente en Sfn proporcionaria
un argumento valido en general.

IDado X un esquema formal separado en Sfn y F un haz de grupos abelianos sobre X
utilizando [AJL1, Corollary 3.1.8] y [H1, Ch. III, Exercise 4.11] se tiene que H'(%,F) =
H'(%,F), para todo 7 > 0.






CAPITULO 5

Teorema de descomposicion

Dado X un esquema liso y propio sobre un cuerpo k de caracteristica
cero, en [DI] Deligne e Illusie demuestran con métodos algebraicos la degene-

racién de la sucesién espectral de Hodge a De Rham EVY = HI(X, Q% /k) =

H %EQ(X /k), asi como el Teorema de anulacién de Kodaira-Akizuki-Nakano
cuando X es liso y proyectivo. Las demostraciones de ambos resultados se re-
ducen a probar los andlogos cuando & es un cuerpo perfecto de caracteristica
p, dim(X) < p, X — Spec(k) es liso, propio (proyectivo en el Teorema de
anulacién) y admite un levantamiento liso sobre W (k) (el anillo de vectores
de Witt de longitud 2). Y en este caso, ambos son consecuencia inmedia-
ta del Teorema de finitud de Grothendieck (c¢f. [EGA III;, §3]) y de la
descomposiciéon del complejo FLQS Ik donde F' es el morfismo relativo de
Frobenius de X sobre k. El objetivo de este capitulo, motivado por el hecho
de que un esquema (no liso) Z embebible en esquema liso X proporciona
un esquema formal liso X=X /z sobre k con espacio topoldgico subyacente
Z, es extender el Teorema de descomposicién a la categoria de esquemas
formales localmente noetherianos (Teorema 5.3.3).

Para la elaboracion de una gran parte de este capitulo nos hemos basado
en la exposiciéon hecha por Illusie en [I, §3 y §5] en la que se presentan
de modo simple y didactico los resultados obtenidos previamente en [DI].
Todas las cuestiones relativas a lisitud y a levantamientos en Sfn necesarias
para el desarrollo de este capitulo, han sido estudiadas previamente en los
Capitulos 2, 3 y 4.

5.1. El complejo de De Rham

Algunos autores como Hartshorne dan la definicién del complejo de De
Rham para esquemas formales algebraizables por esquemas lisos. En con-
creto, dado X un esquema liso sobre C y Z C X un subesquema cerrado,
en [H2, Chapter I, §7 | Hartshorne define el complejo de De Rham de X/,
como la complecién del complejo de De Rham de X a lo largo de Z. Sin
embargo, no hemos encontrado ninguna referencia bibliogréfica en la que se
haga un estudio general del complejo de De Rham en Sfn. En esta seccién
definimos el complejo de De Rham en toda generalidad para un morfismo
X — 9 en Sfn de pseudo tipo finito y estudiamos algunas de sus propiedades
fundamentales que serdan utilizadas en las secciones siguientes.
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DEFINICION 5.1.1. Sea X EN ) un morfismo en Sfn. Para todo i € Z,

el haz de i-diferenciales de X relativo a %), ﬁ&/@, es el haz de Ox-Mddulos

asociado al prehaz dado localmente por ( /\Z ﬁh / B)A, para cualesquiera U =
Spf(A) C X y U = Spf(B) C 2 abiertos con f(U) C V.
Se verifica que Qgg/@ =0xy Qix/@ = 0, para todo i < 0.

5.1.2. Si Spf(A) — Spf(B) estd en Sfn,¢, resulta que el haz de i-diferen-
ciales de X relativo a ) es

(A2

En particular, si X = Spec(A) Ly = Spec(B) esta en Schyf se verifica que

Qg(/y = /\iQ,lax/B'

Si X 4. ¥ es un morfismo en Sch, entonces Qé{/Y es un Ox-Moédulo

cuasicoherente. Sin embargo, sélo tenemos una buena descripcion del haz
de i-diferenciales en Sfn si nos restringirnos a la clase de los morfismos de
pseudo tipo finito:

PROPOSICION 5.1.3. Si X EN ) es un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito, entonces para todo 1, le /) € Coh(%).

DEMOSTRACION. Como es una cuestion local, podemos suponer que X
e 9 = Spf(B) son afines y entonces el resultado es inmediato a partir de la
Proposicién 2.1.9 teniendo en cuenta [EGA I, (10.10.2.9)]. O

5.1.4. Dado X 4, 2) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito, denotemos
por Q% /9 el haz de grupos abelianos graduados definido por

U C X T Q%) = DT QL )

abierto
qeN

~

Para todo U C X abierto afin, consideremos en T'(4, Q% /@) las operaciones
determinadas por:

T, 0x) x T, QL) — T(W, Q%)

X/ X/
(a, wy) ~ a-wj
D(4, Q) X TEL DY o) — T, Q).
(wl-, ’U)j) ~ w; A\ w;

on estas o eraciones Q. [S N
C p x/9

(1) una Ox-Algebra graduada (cf. [B2, Ch. III, §7.1, Definition 1]),
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(2) anticonmutativa, i.e., para todo w; € I'(4, (Alzx/@) y para todo w; €
(4, Qgg/@), se tiene que w; Aw; = (—1)"w; Aw; (cf. (B2, Ch. II1,
§7.3, Proposition 5)) y, por lo tanto, para todo we;+1 € T'(4, Q;%l),
wa;r1 A waiyr = 0.

NOTACION. A partir de ahora y siempre que no exista confusién alguna,

dado un morfismo X — 9 en Sfn (0 X’ — 9’ en Sfn), escribiremos d = dy/q)

(o d = dy /97> respectivamente).

5.1.5. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito. Dado
I C X un abierto afin se tiene que I'(4, ﬁ%e/m) = <c/i\a1, das, ..., [fak> con
ai, ag, ..., a € I'(U,Ox) (véase 2.1.31). Con lo cual, un elemento s €
I, sz /@) es combinacién lineal de elementos de la forma a - c/l\ak1 A c/l\ak2 A

WA c/i\aki con a € I'(4, Ox).

5.1.6. Dado un diagrama conmutativo de morfismos de pseudo tipo finito
en Sfn,

x4 x

|
Y —9

como consecuencia inmediata de la Proposicién 2.1.24 y de [B2, Ch. III,
§7.1, Proposition 1] existe un morfismo de Oy-Algebras graduadas

A
determinado localmente en grado i por
([fal/\c/l\ag/\.../\(fai)®1wc/l79(a1)/\c/l79(a2)/\.../\c/l79(ai)
para cualesquiera ai, as,...,a, € T'(4, Ox) con $ C X un abi?rto afin
(equivalentemente existe un morfismo de Ox-Algebras graduadas Q3 R
g*Q;e,/@, dado localmente por daj; A das A ...da; ~ d'g(ar) A d'glaz) A

~

...d'g(a;) para cualesquiera aq, ag,...,a, € I'({, Ox) con 4 C X un abierto
afin).
Si el diagrama es cartesiano, el morfismo anterior es un isomorfismo.

5.1.7. Sea X ERN ) un morfismo liso en Sfn tal que, para todo = € X,
dim, f = n. Entonces:

(1) El Ox-Médulo sz /g ©s localmente libre de rango constante

rgﬁée/@ = (?), para todo 0 <i<n
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En particular, ﬁ& /g) €8 un Ox-Médulo inversible y ﬁlx /9 = 0, para
f

todo i > n. Para probarlo podemos suponer que X = Spf(A4) =
) = Spf(B) es un morfismo liso en Sfnys y que Q;e/@ = (Q}L‘/B)A
con ﬁh /g un A-médulo localmente libre de rango dim, f = n,

para todo z € X (véase la Proposicién 2.3.5 y el Corolario 3.2.10).
Entonces por [EGA I, (10.10.8.6)] se tiene que Q?{/m es un Ox-

Modulo localmente libre y es evidente que rg ﬁ’x ) = (7), para
todo 0 <i <mn (c¢f. [B2, Ch. III, §7.8, Corollary 1]).

(2) Si X = Spf(A) 7, 2 = Spf(B) es un morfismo de esquemas for-
males afines, x € X, A 4, 5\2114 /B ©8 la derivacién candnica completa

de A sobre By {c/Z\al, [fag, el c/l\an} es una base de ﬁ;e/@ en ,
entonces

{c/l\ail /\c/i\am /\.../\c/i\au/l < <in<...<i, ZTL}
es una base de QSE/@ en z (véase [B2, Ch. III, §7.8, Theorem 1]).

PROPOSICION 5.1.8. Sea X ERN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo
finito. Entonces existe un unico endomorfismo

D = By
de Og)-Mddulos graduados de grado 1 tal que:
(1) d=d,_
(2) d*todt =0, para todoi €Ny -
(3) dado U C X abierto, w; € T'(8, Q% ) € w; € T(Y, Q]x/@)’
C/l\iJrj(wi A wj) = c?z(wl) ANwj; + (—1)iwi A c?j(wj)
para cualesquiera i, j € N.

DEMOSTRACION. En primer lugar veamos que d*® es tnico en las condi-
. . ~ 5 L] ~
ciones del teorema. Para ello, supongamos que existe 25 /9 T 0% /9 otro

endomorfismo de Og)-Mddulos graduados de grado 1 verificando (1), (2) y
(3). Razonando por induccién se comprueba que:

§'(a - dag, Adag, A ... A c/l\aki) =
da A c/l\akl A c/l\ak2 Ao A c/Z\aki = c/l\i(a . /\c/l\ak1 A c/l\ak2 Ao A c/l\aki)
para todo a1, ag, ..., ax € I'(U,;Ox) y para todo a € T'(U,;Ox) con LU C X

un abierto afin. Por lo tanto se tiene que d® = §°.
Para demostrar la existencia, por lo probado antes podemos suponer que

X = Spf(A4) EN ) = Spf(B) es un morfismo de pseudo tipo finito en Sfnyf,
que Qix/@ = (Q;/B)A, donde QQ/B =A' Q}4/B para todo i y que J C A es
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un ideal de definicién. Si Q5,5 = (25 /B d*) es el complejo! de De Rham
de A relativo a B, para todo i se verifica que d*(J"*! . QZA/B) cJmn QA/B’

y se define di = = (d")”. Para cada i € N, se tiene que di (a- day A ... A
dal) = da A da1 Ao A c/l\ai para cualesquiera a, a1, a1, ..., a; € A, y se
comprueba facﬂmente que el morfismo de = (c/l\ ")ien verifica las condiciones
del enunciado. O

DEFINICION 5.1.9. Sea X EN ) un morfismo en Sfn de pseudo tipo finito.
Con las notaciones de la proposicién anterior,
~q d2 qk-1 ~ k ak
( X/Q_J’d ): 0—>O3€_>Q%/2)—)Q3€/Q_J —’QX/Q_J—>
es un complejo de Ox-Mddulos coherentes y se denomina complejo de De
Rham de X relativo a ). Abreviadamente lo denotaremos por (AZ;E /9

Observemos que si X Ly es un morfismo de tipo finito en Sch, se

verifica que Qs = = Q% Iy

X/Y

Sea X L Spec(C) un morfismo liso en Sch, Z C X un subesquema
cerrado y denotemos por X la complecién de X al lo largo de Z. El complejo
de De Rham de X relativo a C definido arriba, QA coincide con el dado

Xx/c’
por Hartshorne en [H2, Chapter I, §7].

5.1.10. Dado X I, ) un morfismo liso en Sfn tal que, para todo x € X,
dim, f = n de 5.1.7 se deduce que Q;e/@ es un complejo acotado en [0, n]

cuyos objetos Qx /g SO Ox-Mébdulos localmente libres.

LEMA 5.1.11. Dado un diagrama conmutativo de morfismos de pseudo
tipo finito en Sfn

x4 . x

-

Y —9
el morfismo de /flgebms graduadas ﬁ%/@ — g*ﬁ;,/@, dado en 5.1.6 respeta
la diferencial, i.e. es un homomorfismo.

IDada A una B-algebra el complejo de De Rham de A relativo a B es el complejo de
B-médulos

0 1 2 k—1 k

donde:

e Sidy/p es la derivacién canénica de A sobre B, entonces d° = =da/B-

e Para cualesquiera i, j y para cualesquiera w; € QA/B, w; € QA/B,

dH_J(’u}i A\ wj) = d (’u},) N w; + (—1) w; N\ dj(wj)
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DEMOSTRACION. Se deduce de 5.1.6 (véase la definicién de d*y c/i\’.)
(]

5.2. El morfismo de Frobenius y el isomorfismo de Cartier

Es conocido que una de las ventajas de trabajar con esquemas de ca-
racteristica p es que se disponen de técnicas extra como son el morfismo de
Frobenius (¢f. [SGA 5, XV 1]) y el isomorfismo de Cartier(cf. [C]y [K]).
Para una lectura répida y clara de estas técnicas recomendamos al lector la
exposicién hecha por Illusie en [I, §3].

En esta seccion extendemos el estudio del morfismo de Frobenius y el
isomorfismo de Cartier a la categoria Sfn. Al igual a lo que ocurria en
capitulos anteriores, a pesar de la relacién entre Sfn y Sch, y de que los
resultados expuestos aqui generalizan los resultados andlogos en Sch, nos
encontramos con que la mayor parte no pueden ser deducidos de éstos. La
causa principal es el hecho de que la lisitud de un morfismo f = h_m) fn

neN
(no adico) en Sfn no implica la de los morfismos f,,.

A partir de ahora y, hasta el final del trabajo, p denotard un nimero

primo y F), el cuerpo Z/pZ.

DEFINICION 5.2.1. Un esquema formal X en Sfn se dice que es de carac-
teristica p sip-Ox = 0, es decir, si para todo {4 C X abierto, p-T'(U4, Ox) = 0.

En particular, si X = Spf(A) estd en Sfn,e, X es de caracteristica p si, y
sblo si, A es un anillo de caracteristica p.

LEMA 5.2.2. Sea X esquema formal en Sfn. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) X es de caracteristica p.

(2) El morfismo X < Spec(Z) se factoriza a través de Spec(F,).

(3) Dado J C Ox Ideal de definicion, X, = (X,0x/J"!) es un
esquema de caracteristica p, para todo n € N.

DEMOSTRACION. La equivalencia (1)<(2) y la implicacién (1)=-(3) son
triviales (véase la Definicién 5.2.1). Para probar (3)=-(1) podemos suponer
X = Spf(A) esta en Sfnyr y que J = J2 con J C A un ideal de definicién.
Entonces la implicacién se reduce a probar que si A, = A/J""! es un
anillo de caracteristica p, para todo n € N, entonces A es un anillo de
caracteristica p. Efectivamente, por hip6tesis p- A € J"t! para todon € N
y, por lo tanto, como A es un anillo J-4dico p- A C NpenJ” ! = 0, de donde
sigue el resultado. U

5.2.3. Sea X un esquema formal en Sfn de caracteristica p. Se define el

. F
endomorfismo de Frobenius absoluto de X, como el endomorfismo ¥ — %
que es la identidad como aplicacién de espacios topolégicos y, dado para
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todo U C X abierto por

P(,0x) —EZON i 0y)

a ~ a?
Se deduce facilmente que:

5.2.3.1. Si X = Spf(A) estd en Sfnyf, el morfismo de Frobenius abso-
luto de X se corresponde via la equivalencia de categorias (1.1.10.1) con el
endomorfismo de Frobenius

A — A

a ~ aP

F
5.2.3.2. Dado J C Oz un Ideal de definicién, si X, Xy X, es el
endomorfismo de Frobenius absoluto de X,,, para cada n € N, entonces
Fx = ll_Hl> FXn-
neN

PRrROPIEDAD 5.2.4. Dado X un esquema formal en Sfn de caracteristica

p, el endomorfismo de Frobenius absoluto X I, % es adico.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que X estd en Sfngs y, por lo tanto,
Fx se corresponde via la equivalencia de categorfas (1.1.10.1) con el en-

domorfismo de anillos A FA—:QP—» A. Dado J C A un ideal de definicién,
veamos que J¢ = (F4(J)) es un ideal de definicién de A. Obviamente se

verifica que J¢ C J. Veamos que existe [ € N tal que J* C J¢. Para ello,

sea n el cardinal de un conjunto de generadores de J. Si n = 1, basta
tomar [ = p y entonces JP = J° Sin > 1, pongamos [ = n-p — 1.
En efecto, si J = (a1, ay ..., a,), unos generadores de J' son de la forma

all(l) -al2(2) ...~k con I(D)4+1(2)+...+Il(n) =1. Comol=mn-p—1, en cada
coleccién de enteros [(1), I(2), ..., I(n) tal que I(1) +1(2) +...+1l(n) =1
existe uno mayor o igual que p, de donde se sigue que J' C J€. O

PROPIEDAD 5.2.5. Dado X un esquema formal en Sfn de caracteristica p,

. F: .
el endomorfismo de Frobenius absoluto X — ¥ es un homeomorfismo uni-
versal (es decir, es un homeomorfismo y para todo morfismo 3 — X en Sfn,
el morfismo obtenido por cambio de base X x 3 — 3 es un homeomorfismo).

DEMOSTRACION. Dado J C Ox un Ideal de definicién, por 5.2.3.2 se

F
tiene que Fx = lim Fyx, donde X, —Xn, X, es el endomorfismo de Frobe-
neN
nius absoluto de X,,, para cada n € N. Se tiene que Fl, es un homeomor-
fismo universal (véase [SGA 5, Exposé XV, §1]) y , aplicando 1.1.21 y que
(Fx)top = (Fx,, )top s€ deduce la propiedad. O
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5.2.6. Dado X EN 2) un morfismo en Sfn con ) un esquema formal de
caracteristica p, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

o
9-2.9

donde las flechas horizontales son los endomorfismos absolutos de Frobenius
de X e Q). Si llamamos X' = X x Fy ), existe un unico morfismo

Fx /9
¥ —/=x

que hace conmutativo el diagrama

o X (5.2.6.1)
f
Fy
Py ——9

Fx/9 o . .
El morfismo X —2 X’ se denominar4 morfismo de Frobenius relativo de X
sobre ) y, salvo confusién lo denotaremos por F'.

5.2.6.1. Si X = Spf(A) ER 2 = Spf(B) estd en Sfnys con P de carac-
teristica p, el diagrama (5.2.6.1) se corresponde mediante la equivalencia de
categorias (1.1.10.1) con el siguiente diagrama de anillos ddicos noetherianos

Fp=()?

B B
f
A (Fp)' B@FBA f
F
Fa=()"

A
donde F(b®a) = aP- f(b) y (F)'(a) = 1&a siendo b&a € B&p, A la imagen
deb®a e B® A.
5.2.6.2. Dados J C Ox y K C Oy Ideales de definicién tales que
ff(K)Ox C T, si X, ELN X/ es el morfismo de Frobenius relativo de X,
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sobre Y,,, por 5.2.3.2 y 1.1.21 se tiene que

X X,
F F% Fy FXn
neN
f fn
F; F
2 _Y 2 Y, _ e Y,

y, en particular, F' = hﬂ F,.
neN

PROPIEDAD 5.2.7. Dado % L %) un morfismo en Sfn con ) un esquema
formal de caracteristica p, el morfismo de Frobenius relativo de X sobre )
es adico.

DEMOSTRACION. Consideremos el diagrama (5.2.6.1). El morfismo Fy
es adico (Propiedad 5.2.4) y por cambio de base (Propiedad 1.2.6.(3)), se

F /
tiene que el morfismo X’ F), X es adico. Entonces, la Propiedad 1.2.6.(2)
implica que F' es un morfismo adico por serlo (Fy) y Fx (Propiedad 5.2.4).
(]

PROPIEDAD 5.2.8. Dado % L %) un morfismo en Sfn con ) un esquema
formal de caracteristica p, el morfismo de Frobenius relativo de X sobre )
es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta el diagrama (5.2.6.1) se deduce de
la Propiedad 5.2.5. O

5.2.9. Dado 9 = Spf(B) un esquema formal en Sfn de caracteristica p,
n >0y Ay = Spf(B{T}) L 9 la proyeccién canénica del espacio formal
afin, se verifica que:
(1) Existe un isomorfismo de -esquemas formales

P
(B = A3 xry D = A

definido a través de la equivalencia de categorias (1.1.10.1) por el
morfismo

B{T} = B{T}&r,B
ZWGN” bViTVi ~ ZWGN” Tyi®bVi

dado por la propiedad universal del anillo de series formales restrin-
gidas (¢f. [B1, Ch. III, §4.2, Proposition 4]). Comprobemos que

® es un isomorfismo. Si B{T} <, B{T} es el morfismo inducido
por Fp, por la propiedad universal del producto tensor completo
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existe un tinico morfismo B{T}&r, B z B{T} tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:
Fp=()?

B B
Fg) :
B{T} "2 BT&p,B \&
v
G
B{T}
Entonces (3}, cnn b,, TVi@b) = Sy,enn b - UL Ty resulta que

ol =,
(2) Los morfismos F' = F, an /9 Y (Fy)' vienen dados salvo el isomor-

P

fismo (Ag)’ = A%, por:

B{T} £, B{T}
ZWGN” bViTVi ~ ZV¢€N" bVi (TVZ )p
F !
(T}  mm) B{T}
ZV,’EN” bViTVi ~ ZV,’EN” szVZ

(3) El morfismo de Frobenius relativo de Ay sobre 2), Ag, LN (A,

es finito, plano y F*((’)A%) es una (’)A% -Algebra localmente libre

de rango p". Asi es, a través del morfismo F, B{T} es un B{T}-
médulo libre con base {[[;~; 7,",0 < m; < p— 1}.

Dado X EN Y un morfismo étale en Sch con Y de caracteristica p, se
tiene que el morfismo de Frobenius relativo de X sobre Y es un isomorfismo
(¢f. [SGA 5, Expose XV, §1]). A continuacién se generaliza este resultado
para la clase de los morfismos étales en Sfn.

LEMA 5.2.10. Dado 2 un esquema formal en Sfn de caracteristica p,

sea X I, ) un morfismo étale en Sfn. Entonces el morfismo de Frobenius

relativo de X sobre ), X Ly=x Xy 2, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Consideremos el diagrama conmutativo (5.2.6.1). El
morfismo f es étale y por cambio de base (Propiedad 2.2.11.(2)) resulta
que f’ es étale. Entonces el Corolario 2.2.16 y la Propiedad 5.2.7 implican
que F' es étale adico. Por otra parte, por la Propiedad 5.2.5, Fx es un
homeomorfismo universal y, por lo tanto, radical (véase la Definicién 1.2.25).
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Por el Corolario 1.3.17 se tiene que F' es un morfismo radical y aplicando
el Teorema 3.4.3 se obtiene que F' es un encaje abierto. Por ultimo, por la
Propiedad 5.2.8 F' es un homeomorfismo y se concluye que es un isomorfismo.

O

OBSERVACION. El resultado anterior no se puede obtener como conse-

cuencia del resultado andlogo en Sch ya que dado f = lim f,, un morfismo
neN

étale en Sfn en general no se verifica que cada cada uno de los morfismos de
esquemas f,, sea étale (véase el Ejemplo 3.3.4).

En 5.2.9.3 se ha visto que dado 2) en Sfn de caracteristica p y n >
0, el morfismo de Frobenius relativo A% LN A% de A% sobre g) es finito

y plano y que F*OA% es una OA% —Algebra localmente libre de rango p”.
En la Proposiciéon 5.2.12 se generaliza este hecho cuando X — ) es un
morfismo liso en Sfn de dimensién relativa constante e igual a n. Para
probarlo necesitamos algunos resultados previos.

PROPOSICION 5.2.11. Dado un diagrama cartesiano en Sfn

xl fl 2)/

f

X—9
con f un morfismo finito, si F € Coh(X) entonces el morfismo candnico de
Ogy -Mddulos
fi(g"F) = g"(fF) (5.2.11.2)

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Por cambio de base (Propiedad 1.3.4.(3)) se tiene que
f' también es un morfismo finito. Entonces por el teorema de finitud para
morfismos finitos en Sfn (¢f. [EGA III;, (4.8.6)]) resulta que f.(¢*F) y
g*(f+F) son Ogy-Médulos coherentes. Como es una cuestion local en la

base, podemos suponer que )’ = Spf(B’) £ 2 = Spf(B) estd en Sfny, y

que X' = Spf(4) £ X = Spf(A4) es un morfismo de esquemas formales
afines con A un B-mddulo de tipo finito y A’ = B’ ®p A un A-médulo de
tipo finito. Aplicando la equivalencia de categorias dada por el funtor A se
tiene que existe un A-médulo finitamente generado M tal que F = M% vy,
por lo dicho antes se tiene que M es un B-mdédulo de tipo finito. El morfismo
(5.2.11.2) se corresponde via la equivalencia de categorias dada por el funtor
A (véase [EGA I, (10.10.5)]) con el isomorfismo canénico de B’-mdédulos
finitamente generados A’ @4 M — B’ @p M. U

PROPOSICION 5.2.12. Dado ) un esquema formal en Sfn de caracteris-

. f . . . .
tica p, sea X — ) un morfismo liso en Sfn de dimension relativa constante
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n. Entonces, el endomorfismo de Frobenius relativo de X sobre ), X £ ¥,
es finito, plano y FyOx es una Ox -Algebra localmente libre de rango p™.

DEMOSTRACION. La Proposicién 3.2.9 implica que para cada z € X,
existe Y C X abierto con z € i tal que f|y se factoriza en U EN A% 9
donde g es étale, 7 es la proyeccion candnica y n = rg(ﬁéx’x/o@’ﬂz)). Para
simplificar pongamos {4 = X. Considerando el diagrama (5.2.6.1) para los
morfismos g, 7y f se tiene el siguiente diagrama conmutativo en Sfn

Fx

X X
F O,
g 01 X Qs g
g/
Fyn
Ay Ay
Fag /v (Fy)
. AR 04 |n
Fy
D) 2 D)
1y Fy
2

donde:

e las flechas horizontales son los endomorfismos de Frobenius abso-
lutos de X, A% eq.

e X' = X x Fy P vy 04 es un cuadrado cartesiano (obsérvese que,
entonces Q3 es un cuadrado cartesiano).

Como g es étale, por el Lema 5.2.10 se tiene que [Js es un cuadrado cartesiano
y, como {3 es un cuadrado cartesiano se deduce que {7 es un cuadrado
cartesiano. Por otro lado, en 5.2.9.3 hemos visto que FA% /9 es finito, plano

y que (F, A, /@)*OA% es una OA% —Algebra localmente libre de rango p™ con
base {[[\; 7;",0 < m; < p—1}. Entonces por cambio de base (Propiedad
1.3.4.(4) y Propiedad 1.4.4.(2)) se tiene que F' es finito y plano. Ademads, de
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la Proposicién 5.2.11 resulta que:
* 1\ *
F.Ox = F.g"Ony = (9)"(Fag j9)«Ony)

y, por lo tanto, F,Ox es una Ox/—Algebra localmente libre de rango p™ con
base {(¢')*([[;=, T;™),0 <m; <p—1}.
O

COROLARIO 5.2.13. Sea Q) un esquema formal en Sfn de caracteristica

pyX EN 2 un morfismo liso de dimension relativa constante n. Entonces
F*Qix/@ es un Oxr-mdodulo localmente libre de rango p™ - (7;), para todo 0 <
1< n.

DEMOSTRACION. Sea 0 < i < n. Por 5.1.7.1 se tiene que ﬁ’x/@ es un

Ox-Médulo localmente libre de rango (?) y entonces, el resultado se deduce
de la Proposicién 5.2.12. U
Una de las herramientas técnicas mas importantes para el estudio dife-

rencial de esquemas de caracteristica p es el isomorfismo de Cartier:

TEOREMA 5.2.14. [K, (7.2)] Sea X LY un morfismo liso en Sch con'Y

de caracteristica p y X X el morfismo de Frobenius relativo de X sobre
Y. Entonces existe un unico isomorfismo de Ox:-Algebras graduadas

Py P H Oy (5.2.14.3)
i€Z i€Z
tal que v° es el morfismo candnico Oxr — F,Ox y ' viene dado localmente
por 1 ® d(a) ~ [aP~1d(a)].
El morfismo ~ se llama isomorfismo de Cartier.

En el Teorema 5.2.18 extendemos el isomorfismo de Cartier en Sch (Teo-
rema 5.2.14) a los morfismos lisos en Sfn de caracteristica p. A pesar de
que en la prueba del isomorfismo de Cartier en Sfn se usa el isomorfismo
de Cartier para morfismos lisos en Sch y de que la estructura de su de-
mostracién no presenta ninguna diferencia substancial con la demostracion
del Teorema 5.2.14 dada en [K, loc. cit.], la prueba no se puede deducir

de este, ya que, dado un morfismo f = lim fn en Sfn liso en general los
neN
morfismos f,, no son lisos (véase el Ejemplo 3.2.3).

Antes de formular el isomorfismo de Cartier en Sfn (Teorema 5.2.18)
serd 1til tener en cuenta las siguientes observaciones:

5.2.15. Dado 9) un esquema formal en Sfn de caracteristica p sea X EN 2
un morfismo en Sfn. Para todo & C X abierto y para todo a € T'(U4, Ox), se
verifica que

c/l\(ap) =p-aPt. c/l\(a) =0
Entonces aplicando 5.2.6.1 se deduce que:
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(1) El morfismo absoluto de Frobenius de X induce el morfismo nulo

*O1 0 ol
FxQx/@ — AQx/@

1@da) ~ d(a?)=0
(2) El morfismo de Frobenius relativo de X sobre ) también induce el
morfismo nulo
*(O1 0 0Ol
AF Qx'/@ - Qx/@/\
dla)@b®1 ~ d(a?-b)=>b-d(a?)=0

5.2.16. Dado ) un esquema formal en Sfn de caracteristica p y X EN )
un morfismo en Sfn se verifica que F,d® es Oy-lineal. Asi es, dado U C X
abierto?, a®b € T(U, Ox) v ¢ € T'(U, F,Ox) resulta que:

~

F.d(a®b-c) = d(F(a@b) -c) =d(a” -b-¢) =b-d(a” - c) =
b.p.apfl &\(a) .c_i_b.ap.c/l\(c) :a@bF*C/l\(c)

y, por lo tanto:

~

(1) F*ﬁse/@ = (F*ﬁ;e/@, F.d*®) es un complejo de Ox-Médulos.

(2) Para todo i,
ZZF*Q;E/@, BZF*Q;E/@, HZF*Q;/@
son Ox-Modulos.

(3) Los haces de grupos abelianos €, ZiF*QSE/@ Y Picz HiF*SA);e/@

tienen estructura de Ox/—Algebras graduadas anticonmutativas de-
terminada por el producto exterior de modo que los elementos de
grado 1 en cada uno de ellos son de cuadrado nulo.

5.2.17. Six L 2 es un morfismo liso en Sfn con %) un esquema formal
de caracteristica p, aplicando el Corolario 5.2.13 se tiene que F,kﬁ;€ /g €8 un
complejo de Ox-Mébdulos localmente libres de rango finito y, en particular,
HiF*Q%/@ € Coh(X'), para todo 1.

TEOREMA 5.2.18. Sea X EN 2 un morfismo liso en Sfn con 2 de ca-

racteristica p y X ox el morfismo de Frobenius relativo de X sobre ).
Entonces existe un unico isomorfismo de Oy -Algebras graduadas

P g - PHEOY (5.2.18.4)
1€EZ 1€Z

2Recordemos que dados X ER ) en Sfn, X L, X’ el morfismo de Frobenius relativo de
X sobre Yy J C Ox y K C Oy Ideales de definicién tales que f*(K)Ox C J, se verifica
que (X)top = (X0)top 5%8 (X0)top = (X' )top ¥, por lo tanto, podemos identificar el abierto

# C X, Xo con un abierto de & C X', X{ que, con un abuso de notacién, denotaremos
igual.
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tal que 7° es el morfismo candnico Ox — F,Ox y~' viene dado localmente
por 1 ® d(a) ~ [aP~td(a)].
El morfismo ~ se denomina isomorfismo de Cartier.

DEMOSTRACION. o
» Unicidad. Se deduce del hecho de que ), HZF*Q;E/m es una Oy-

Algebra graduada donde los elementos de grado 1 son de cuadrado nulo (cf.
[B2, Ch. III, §7.1, Proposition 1]).

» FEzistencia. Aplicando [B2, loc. cit.] basta dar v y 4! como en el
enunciado del teorema. Para ello consideremos el morfismo D definido, para
cada 4 C X abierto, por

ra,ow) 22 P HIEQY )
18a - [aP~1d(a)]

Esta bien definido ya que:

o~ ~ o~ ~ ~ o~

F.d(aP~d(a)) = d(aP™') Ad(a) = (p — 1)aP2d(a) A d(a) =0

y, por lo tanto, apflg(a) e (L, ZIF*QSE/@)'

Veamos que D € Dercom‘c@(oxl,HlF*f\Z;E /@). Se comprueba facilmente
que el morfismo D es continuo. Probemos que es un morfismo de haces
de grupos abelianos. Para ello consideremos { C X un abierto y ai, as €
I'(4, Ox). Aplicando formalmente d a la igualdad

p—1

(p—D! i i

(a1 + a2 = o+ +p- (ZW Z
=1

se deduce que

p- (a1 + a2)P Yd(ay + az) =
p—17 p—17; T = (p - 1)' i p—i
p-|ay “dlar)+a; “d(az)+d Zm'al'%
i=1 " )
de donde se sigue que D(1&(a; +a2)) = D(1&a1)+ D(1&as). Por otro lado,

D(1&(a1 - a2)) = [(a1 - a2)PLd(ay - as)]
-17; -17;
= [a} - a{""d(a1)] + [a] - a} " d(a2))]
= (1@)&2) . D(l@al) + (1@&1) . D(l@(w)
y se concluye que D es una )-derivaciéon continua.
Por 5.2.17 se tiene que HIF*Q;E/@ € Coh(X) y aplicando el Teorema
’Yl

2.1.22 resulta que existe un inico homomorfismo de Ox-Mddulos Q&, o
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HIF*(AZ;E /9 tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

d &
Ox —— Oy

o| &

LA
HF
Entonces aplicando una vez més [B2, loc. cit.] existe un tnico morfismo de
Ox-Algebras graduadas
Y i Qe
Dy — DHEOYy
1€Z 1EZ
que en grado 0 y en grado 1 coincide con 7° y 4!, respectivamente.
» v es un wsomorfismo. Se hard en tres etapas:
1) Si X EN Y es un morfismo liso en Sch con Y de caracteristica p, v es
el isomorfismo de Cartier en la categoria de esquemas Sch (Teorema 5.2.14).
2) Probemos el resultado para el morfismo de proyeccién canénico A% =

Aﬁp XF, 9 2, 2. Considerando el diagrama (5.2.6.1) para los morfismos

AG o, Yy Ag, % Spec(F,) y, teniendo en cuenta 5.2.9.(1) se tiene el
siguiente diagrama conmutativo
F/

A% (A%)’ A%
06N [Os Q4 g [ O3 \I
n L (Ap ) —— "
y % P -
9 1y 9 0L 9
e 7’/ e
F) ey F) 0l F)

en Sfn. Los cuadrados [0y, (s y ¢3 son cartesianos, por lo tanto el cuadrado
¢4 también es cartesiano. Como (g es un cuadrado cartesiano resulta que
s también es cartesiano. Aplicando el apartado (1), se tiene el isomorfismo
de Cartier asociado al morfismo :
. anp .
Pl apym, $ H'EQ s, (5.2.18.5)
1E€EZL 1€Z

1 ~

. « e . . ~ Ix 1
Ahora bien, la Proposicién 2.1.24 implica que Q(A[?p)’/]Fp g Q(A%)’/m y, del

hecho de que ¢’ es un morfismo plano (por cambio de base) y del isomorfismo
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(5.2.18.5) se deduce el isomorfismo

Y,

D g DM E,

€L iE€EZ

Por 5.2.9.(3) se tiene que . F es un morﬁsmo finito y entonces, la Proposicién
5.2.11 implica que g"*F, Qe Ay /F, = e, (1 Ag /F, y se obtiene el isomorfismo

de Cartier asociado a Y

Dy, —>EBHFQ'”/@

€L €L

3) En el caso general, como es una cuestion local por la Proposicién 3.2.9
podemos suponer que f se factoriza en X ER A% L. 9), donde g es étale y

7 es la proyeccién canénica. Considerando el diagrama (5.2.6.1) para los
morfismos g, w y f se tiene el siguiente diagrama conmutativo en Sfn

x I x
\DQ /
01 X' O3

>
3
2
33

donde, razonando como en la demostracion de la Proposicién 5.2.12 (se uti-
liza que g es étale), se tiene que (1, o, O3 v O4 son cuadrados cartesianos.

Por el apartado (2), se tiene el isomorfismo de Cartier asociado al mor-
fismo my:

~ . o i ~q
1€Z 1€Z

Como g es étale y O3 es un cuadrado cartesiano, por cambio de base se
. / L2 . /*Ai ~ /\Z
tiene que ¢’ es étale y del Corolario 2.3.8 se deduce que g Q(A%),/m = Q%/m
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para todo i € Z. La Proposicién 2.3.5 implica que ¢’ es plano y, entonces
aplicando ¢’* al isomorfismo (5.2.18.6) se tiene el siguiente isomorfismo

D Yy = DM (Fay y9) 2 oy
=/ €7 i

Por otra parte, g es étale y, del Corolario 2.3.8 se deduce que g*ﬁfAn 2 =
2
i
L) :
que para todo i

para todo i € Z. Ahora bien, aplicando la Proposicién 5.2.11 resulta

Ellyg = Fog™ Uy ) = " (Fag 19) Qg oy
de donde se deduce que HZF*Q%/@ o~ Zg’*(FA% /@)*Qj&% /" O

5.3. Teorema de descomposicion

En esta seccion se obtiene un Teorema de descomposicién para los mor-
fismos lisos de esquemas formales de caracteristica p en Sfn. El resultado
principal es el Teorema 5.3.3. En su demostracién nos referiremos constante-
mente a los resultados obtenidos en el Capitulo 3 y en el Capitulo 4 relativos
a la lisitud y a la deformacién de esquemas formales, respectivamente, y a
las técnicas en caracteristica p estudiadas en la Seccién 5.2.

Para el desarrollo de esta parte supondremos que el lector conoce la
teoria de categorias derivadas. En cualquier caso, para el lector no fami-
liarizado con el uso de las categorias derivadas una referencia adecuada es

L.

5.3.1. Antes de enunciar el Teorema de descomposicién fijemos algunas
notaciones relativas a categorias derivadas. Dada A una categoria abelia-
na denotaremos por C(A) la categoria de complejos de A. La categoria
homotépica de A, K(A), es la categoria cuyos objetos son los de C(A) y
cuyos morfismos son las clases de homotopia de los morfismos de C(A). La
categoria derivada de A, D(A), es la localizacién de K(.A) respecto a la clase
de los cuasi-isomorfismos, es decir, los morfismos en C(A) que inducen un
isomorfismo en homologia. Se denota por D?(A) a la subcategoria plena de
D(A) cuyos objetos son los complejos F € D(.A) con cohomologia acotada,
es decir, tal que H™(F) = 0, para todom < 0y m > 0. En particular, dado
X un esquema formal designaremos por A(X) a la categoria de Ox-Mddulos
y D(X) y Db(X) a las categorfas derivadas correspondientes.

5.3.1.1. Si £ € C(A) dado n € N, 7<"E es el subcomplejo de € tal que

&, sii<n-—1
TME=(2Z"1E sii=n—1
0 en otro caso

La inclusién 7<"€ — & induce la identidad H!(7<"&) = H(£), para todo
1< n.
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5.3.1.2. Si M € A, M[—i] € C(A) denota el complejo concentrado en
grado ¢ con componente i-ésima M.

5.3.1.3. Un complejo € € D(A) se dice que es descomponible si es iso-
morfo a un complejo en D(A) con diferencial nula. Observemos que si € es
descomponible entonces

€= HE[-i] en D(A) (5.3.1.7)
1€Z
Dado £ € D(A) descomponible, una descomposicién de £ es un isomorfismo
como el anterior que induce la identidad entre las homologias.

L
5.3.1.4. Denotaremos por D(X) x D(X) 2, D(X) el funtor derivado del

L
producto tensor. Dado F € D?(X) y G € D(X), entonces F® G = F' ® G
donde F' =+ F es una resolucién K-plana de F (véase [Sp]).

5.3.1.5. [Go, §5] Sea X’ un espacio topoldgico, U un recubrimiento abierto
de X y F* un complejo acotado de haces de grupos abelianos sobre X'. De-
notemos por C(U, F*) el complejo simple asociado al bicomplejo de Cech de
U con valores en F* y que estd dado por:

Cu,r )= cw,r)
r+s=n

con diferencial 0" en la componente (7, s) igual a:

ér(u7f~s) (=1)%6"+d* ér+1(u7f~s) @ ér(u,fs+1)

donde 6* es la diferencial del complejo de Cech C(U, F*) y d® es la diferencial
inducida por la diferencial del complejo F*. 5
Para todo s, por [H1, Lemma 4.2] se tiene que F* — C%(U, F*) es un
cuasi-isomorfismo y, entonces es un céalculo facil comprobar que el morfismo
€
F*SCU,F*)
es un cuasi-isomorfismo de complejos de grupos abelianos.

5.3.2. Sea ) un esquema formal en Sfn de caracteristica p. Se dice que
un esquema formal ) (o que un morfismo Yy — Q) es un levantamiento

plano de Yo sobre Z/p*7Z si existe un morfismo plano Y —— Spee, (Z/p*Z) de

modo que el diagrama

N — Spec(Z/pQZ)

A

2o —— Spec(F))

es cartesiano.



142 5. TEOREMA DE DESCOMPOSICION

TEOREMA 5.3.3 (Teorema de descomposicion). Sea Lo un esquema for-
mal en Sfn de caracteristica p e 2 un levantamiento plano de o sobre

Z)p*Z. Dado X ELN VDo un morfismo liso en Sfn y Xg fo, X{, el morfismo
de Frobenius relativo de Xy sobre o, si existe X' un levantamiento liso de X,

~

sobre 9 (cf. 4.2.1) entonces el complejo de Oy, -Mddulos T<p(F0*Qg€o/@o)

es descomponible en D(X]).

En particular, si Xg Jo, Yy esté en Sch, el Teorema 5.3.3 coincide con el
Teorema de descomposicién andlogo para esquemas (véase [DI, Théoreme

2.1)).

5.3.4. Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p y sea Yy = Spec(k).
Entonces existe un levantamiento plano de Yy sobre Z/p?Z dado (salvo iso-
morfismos) por Y = Spec(Ws(k)) donde Wa(k) es el anillo de vectores de
Witt? de longitud 2 sobre k. Por otro lado, se verifica que el endomorfismo

F
absoluto de Frobenius Yj o, Yy es un automorfismo. Con lo cual, dado

Xo ELN Yy un morfismo liso en Sfn del diagrama (5.2.6.1) correspondiente

(Fyp)' . .
se deduce que X —— X( es un isomorfismo. Entonces X admite un

levantamiento liso sobre Y si, y sélo si, lo admite Xj.
Con estas notaciones las primeras consecuencias del Teorema 5.3.3 son:

COROLARIO 5.3.5. Dado k un cuerpo perfecto de caracteristica p, sea
Xo J, Yy = Spec(k) un morfismo liso en Sfn. Si existe un levantamiento liso

de Xy sobre Y = Spec(Wa(k)), entonces T<p(F0*QSEO/Y0) es descomponible
en D(XY).

COROLARIO 5.3.6. Dado k un cuerpo perfecto de caracteristica p, sea

Z Jo, Yy = Spec(k) un morfismo de tipo finito en Sch y supongamos que

Zy es embebible en un Yy-esquema liso Xy. Si existe un levantamiento liso

de Xo = Xo,, sobre Y = Spec(Wa(k)), entonces 7<P(Fp.Q%- ) es des-
0 Xo/Yo

componible en D()/(\O/) .

En lo que queda de seccién nos ocuparemos de la demostracion del Teo-
rema 5.3.3. En la exposicion de la demostracién seguiremos la linea ar-
gumental de la prueba del Teorema de descomposicién en Sch dada en [I,

§5].

3Wa(k) es el conjunto de pares (a1,az) € k X k con suma
(a1, a2) + (b1,b2) = (a1 + br,az + ba + p~ ' (af + b — (a1 + b1)"))

y producto
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1 - b1,b2 - af + a2 - bY)
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5.3.7. Bajo las hipotesis del Teorema 5.3.3, dar una descomposicién de

~

TP(Foe 0%, /%) es equivalente a dar un morfismo en D(X{))
EBHiFO*QSEo/@o [~ — Foul%, /o,
1<p

que induzca la identidad a través del funtor H* para todo i < p. Por el
Teorema 5.2.18 esto es equivalente a dar un morfismo en D(X{))

P % 90 1) — Fou%, 9, (5.3.7.8)
i<p
que coincida en homologia con el isomorfismo de Cartier.

La prueba del Teorema 5.3.3 va a consistir en asociar al levantamiento
liso X’ de X[, sobre 9 un morfismo como (5.3.7.8). La demostracién se hard
en varias etapas:

e Paso 1: el resultado principal es la Proposicién 5.3.13, en la que

se probard que si existe un P-morfismo X oy que levanta a
Fy (véase 5.3.9), entonces el complejo 7P (Fp.0%, /%) es descom-
ponible en D(X}).

e Paso 2: en la Proposicién 5.3.16 se demostrard que el complejo
T<2(F0*QE€O/%) es descomponible en D(Xj).

e Paso 3: se extiende la descomposicion, dada en la Proposicién

5.3.16, del complejo T<2(F0*§3€0/%) a una descomposicién del com-
plejo T<p(F0*§.x0/2)0).

A partir de ahora y, en el resto del capitulo, )y es un esquema formal
en Sfn de caracteristica p, Xy es un 2)g-esquema formal liso e ) es un
levantamiento plano de ) sobre Spec(Z/p*Z).

Paso 1. Antes de enunciar la Proposicion 5.3.13 necesitamos fijar algu-
nas notaciones y definiciones, asi como exponer algunos resultados técnicos
que se usaran en su demostracién.

5.3.8. Sea G <!, & un levantamiento liso sobre D (cf 4.2.1).
(1) De la sucesién exacta corta de (Z/p*Z)-médulos 0 — p - Z/p*Z —
7.)p*7 — F, — 0 se tiene que la sucesiéon de Og-Mdbdulos
0—p -0 — O0s — is(0g,) — 0 (5.3.8.9)

es exacta y que ¢ es un encaje cerrado dado por el Ideal p-Og C Og.
(2) El isomorfismo F, % p - Z/p*Z de (Z/p*Z)-médulos induce el iso-
morfismo de Og-Mébdulos
P

i(0s,) = p-Os (5.3.8.10)

definido localmente por a +p- Og ~ p - a.
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Como ﬁé /g) €S un Og-Mdédulo localmente libre (Proposicién 2.3.5) aplicando

el funtor — ®peq ﬁé/@ a la sucesién 5.3.8.9 y al isomorfismo 5.3.8.10 se
obtienen la sucesién exacta corta de Og-Mdbdulos

0—p- Qg — Qg — 1+(0s,) ®og Ly — 0 (5.3.8.11)
y el isomorfismo de Os-Mddulos

~ P N
i(Oey) ®06 Q99 — 1)y (5.3.8.12)

respectivamente®. Observemos que el isomorfismo p esté definido localmente

por 1 ® c/l\(s) ~ D c/l\(s)

5.3.9. Dado X fo, X el morﬁsmo de Frobenius relativo de Xy sobre

2o supongamos que existen Xy <X y X[ ‘L X' levantamientos lisos sobre

D (cf. 4.2.1). Un YP-morfismo X RN que hace conmutativo el diagrama

¥y

[ [ (5.3.9.13)

F,
X —— %),
se dice que® levanta a Fy. Observemos que, como X = X Xy Doy Xy =
X' xg9 Qo se tiene que el cuadrado (5.3.9.13) es cartesiano.
Veamos cémo estd definido el morfismo F'. Para ello supongamos que

Vo = Spf(Bo) — Y = Spf(B), Xo = Spf(dg) = X = Spf(4) y Xy =
Spf(A)) &, % = Spf(A') estén en Sy con Ay = A/pA v Al = A'/pA.
Dados ag = a+p-Acona € A, a) =1®ag € Ay d € A tal que

ag=a +p- A, como Fy(aj) = af) (véase 5.2.6.1) de la conmutatividad del
diagrama 5.3.9.13 se deduce que

Fd)=d"+p-c

donde ¢ € A.
Obsérvese que el morfismo F' no tiene por qué ser el morfismo de Frobe-
nius relativo de X sobre ).

5.3.10. Con las hipétesis  y notaciones de 5.3.9 se verifica que la imagen

del morfismo Qx’/m ‘R, Qx/@ estd contenida en p - (F (le/@))

4Dado &y <> & un levantamiento liso sobre 2, en lo que sigue y, siempre que no
exista confusién, utilizaremos p para denotar indistintamente los isomorfismos (5.3.8.10)
v (5.3.8.12).

5Segﬁn la terminologia establecida en la Seccién 4.1 lo correcto seria decir que F' es

. Fo , i
un levantamiento de X¢ — X — X’ sobre ).
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En efecto, aplicando 4, al morfismo candnico Qx/ /Do 9, FO*on /Do

(véase 5.2.15) se tiene que el morfismo de Ox-Mddulos

() = 1 (For (i) = Fulin (i oy, )

es nulo o, equivalentemente por la férmula de proyeccién (c¢f. [H1, Exercise
5.1.(d), p. 124]), el morfismo

iL0% @0, Uy g = FulinOx, ®0x Vo))
es nulo. Entonces como z';oxg = Oy /p - Ox se deduce la afirmacion.

5.3.11. BaJo las hipotesis y notaciones de 5.3.9, aplicando 7* al morfismo

Q;/ ) % F, Qx /9) 8¢ tiene que existe un unico morfismo de (935/ -Médulos

ng /Do “r, F()*Qa€ /Do de modo que el siguiente diagrama es conmutativo
s ca ~
i (Q&,/@) —’P i (F*(Qée/@))
ZT l (5.3.11.14)
ol 23 Ol
Dz, /0 Fou (R, /99,)
donde:
e ¢l morfismo vertical izquierdo es el dado por cambio de base (véase
2.1.24).
e ¢l morfismo vertical derecho se corresponde con el isomorfismo

(F.p)~! ~ e
p-Fy (Qx/@) —2 R (ix(Ox,) ®0x Q%E/m) = (Fo Z)*Q%&)/@o

a través del par adjunto (i'*, ).

Si Yo = Spf(Bo) — D = Spf(B), Xo = Spf(4o) == X = Spf(4) v Xf =

Spf(Ap) <5 X' = Spf(A’) estan en Sfny con Ay = A/pA y Ay = A'/pA.
Dados ag=a+p-Aconac Ayad € A talque 1 ®ag=d +p- A, como
Fy(1®ag) = af) (véase 5.2.6.1) de la definicién de F (véase 5.3.9) se deduce
que el morfismo ¢ } estd dado localmente por

1@ d(ag) ~ aff~'d(ao) + d(co)
donde ¢y = c+ p- A, para algiun ¢ € A.
LEMA 5.3.12. Con las notaciones e hipdtesis anteriores, el morfismo

Qé%/@ —ﬁ‘; FO*Q3€ /20 induce en homologia el isomorfismo de Cartier en

grado 1.

DEMOSTRACION. De la definicién de o} (véase 5.3.11) se deduce que
Im(p }) CcZzZ 1F0*Q;€0 /@o y que la composicion de los morfismos

ol
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es 7!, el isomorfismo de Cartier (5.2.18.4) en grado 1 (recordemos que el

o~

isomorfismo de Cartier esta definido localmente por 1®d(ag) ~~ [(zg*ld(ao)]).
(]

PROPOSICION 5.3.13. En las hipdtesis del Teorema 5.3.3 supongamos
que eziste un -morfismo F que levanta a Fy (en el sentido de 5.3.9). En-
tonces existe un morfismo en A(X[),

@QZ%/@O[_Z] — Fox 350/@0
1<p
que induce el isomorfismo de Cartier (5.2.18.4) en H*, para todo i < p de
modo que:
st i =0 es el morfismo candnico (93% — F0.Ox,;
sii=1 es el morfismo pk definido en 5.3.11.

DEMOSTRACION. Por el Lema 5.3.12 y el Teorema 5.2.18, basta tomar
¢ la composicién de los morfismos
prod. ~;

i _ AiQ1 Nk i Bl i
x,/D0 — A'Q 0/Do A FO*QXO/@O Fox Xo0/Do>

para todo 1 < i < p. O

COROLARIO 5.3.14. En las hipdtesis del Teorema 5.3.3 supongamos que
existe un P-morfismo F que levanta a Fy (en el sentido de 5.3.9). Entonces

el complejo de Ox; -Mddulos T<p(F0*Q;€0/%) es descomponible en D(X]).

DEMOSTRACION. Por 5.3.7 es consecuencia inmediata de la proposicién
anterior. U

Paso 2. El resultado principal es la Proposicién 5.3.16 en la que se de-
muestra que el complejo T<2(F0*§3€0/%) es descomponible en D(X[). La
prueba consiste en construir un morfismo ! de Ox;-Moédulos que induzca en
la homologia H! el isomorfismo de Cartier y que, por lo tanto, proporcione
una descomposicién de T<2(F0*(AZ;€0 /2,)- Para ello, dado (Uy) un recubri-
miento abierto afin arbitrario de Xy, vamos a “pegar” en D(X{)) los morfis-
mos ¢, asociados a cada levantamiento i, Lo, % de Foyly, (cf Proposicién
5.3.13) y comprobaremos que no depende del recubrimiento elegido de X.
Esta construccion no es trivial dada la naturaleza no local de la categoria
derivada.

Para la demostracién de la Proposicién 5.3.16 necesitamos el siguiente
lema en el que se comparan los morfismos ¢, asociados a distintos -

morfismos X; — X/ que levantan a Fy (en el sentido de 5.3.9).

LEMA 5.3.15. En las hipdtesis del Teorema 5.3.3 y con las notaciones

establecidas en el Paso 1, para cada par de )-morfismos X1 By y Xo ELR
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X' que levantan a Fy (en el sentido de 5.3.9) existe un homomorfismo de

p A (F1,F2)
qu)—MOdUlOS lef)/@() RASELSEIN Fo.Ox, tal que:

ph — ok, = Foud o ¢(Fy, Fy) (5.3.15.15)

Ademds dado X3 5, %7 otro Y-morfismo que levanta a Fy (en el sentido de
5.3.9), se verifica que

(I, o) + ¢(Fa, F3) = ¢(F1, F3) (5.3.15.16)

DEMOSTRACION.
(1) En primer lugar, vamos a definir ¢(F}, F») cuando existe un 9)-

isomorfismo ¥; — Xs que induce la identidad en Xo (c¢f 4.2.2.3). Los

morfismos F; y F5 o u son dos levantamientos de Xg fo, X}, <, X' sobre
2 y por 4.1.1.(1) existe un unico homomorfismo de Ox-Mddulos ﬁé@/@ AR

Fi.(p- Ox) tal que el diagrama

7 -~
O —— Qi

-

-

>
Fi.(p- Ox)

es conmutativo. Aplicando ¢* al diagrama anterior se tiene que existe un
#(u,F1,F2)
A

§ v
Ff —(Fyou)t e

homomorfismo de (’)%—Médulos @é% /Yo

siguiente diagrama es conmutativo:
Oy ()
(V)

Fy+Ox, de modo que el
ol
QBE6/Y0
i’*(Flu—(Fgou)ﬁ)J P(u,FhFQ)
Ik P (Fra(P™1) s, can.
" (Fra(p- 0x,)) B (1 (Fou(Ox,)) < Fu O,y

Veamos que ¢(u, F, F») no depende de u. Asf es, dado ¥; = X5 otro
-isomorfismo que induce la identidad en Xg, 4.1.1.(1) implica que existe

. . 3 P P
un unico homomorﬁsnio de Ox,-Moddulos Q&Q jp 7 Us (p - Ox,) = i2.0x%,
tal que v! — uf = ¢ o d siendo i3 la inclusién Xy — X5. Equivalentemente
por adjuncién y, cometiendo un abuso de notacién, existe un tnico homo-
morfismo SA);O /2o N Ox, de Ox,-Mdbdulos tal que vt —ulf =190 d. Por otro
lado, como F ou y Fy o v son dos levantamientos de i’ o Fy sobre 9 por

4.1.1.(1) existe un unico morfismo FO*(AZ 1, Ox, de Ox,-Médulos tal

1
N X6/Do
que (Fyov)* — (Fy ou)f =nod. Por la unicidad 7 se factoriza como

*A1 - Al P
Fy Q% sy = Qxopm, — Oxo

. ;. * 1 Al 3
Ahora bien, por 5.2.15 el morfismo canénico Fj Q%/@O — Qfo/@() es nulo y
se concluye que n = 0 y, por lo tanto, F5 o u = F5 o v.
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(2) En general, dado (,) un recubrimiento abierto afin de Xy, para
cada «, 4.2.2.2 implica que existe un 2)-isomorfismo X1 |y, Za, Xaly, que
induce la identidad en i,. Entonces por (1) basta definir para cada «

o(F1, o)y, = ¢(ua, Filu,, Folu,)

Para probar las igualdades (5.3.15.15) y (5.3.15.16) podemos restringir-
nos al caso afin. En este caso X1 y X3 son isomorfos (véase 4.2.2.2) y para
simplificar tomaremos X := X; = Xo. Si Yo = Spf(By) — Y = Spf(B),
Xo = Spf(Ag) < X = Spf(A) y X} = Spf(4)) & X' = Spf(A’) con Ay =
A/pAy Aj = A'/pA’, dadoap =a+p-Aconae€ A ay =1®ay € A} y
a' € A tal que af = a' +p- A, se tiene que Fi(a') =aP +p-c;con ¢ € A
para i = 1,2 (véase 5.3.9), de donde se deduce que

Ch — @b, = Foud o ¢(u, Fi, F)

2) Si suponemos que existe otro )-morfismo X3 5, % que levanta a
P q q

Fy (en el sentido de 5.3.9) y que X» 2 X3 es un Q-isomorfismo que induce
la identidad en Xg, por lo probado antes se verifica la igualdad (5.3.15.16).
O

PROPOSICION 5.3.16. En las hipétesis del Teorema 5.3.3, existe un mor-
fismo en D(XY),

QL o 1] 45 R0
0/Do 02430 /Yo

que induce el isomorfismo de Cartier (cf. (5.2.18.4)) en H'.
DEMOSTRACION. Fijemos (,) un recubrimiento por abiertos afines de

Xo. Por el Corolario 4.2.5 para cada « existe X, un levantamiento liso de
i, sobre 2). Ademas el Corolario 4.1.3 implica que existe un levantamiento

R
Xo L2 2 de Y, Folda, X, — X' sobre 9, es decir, tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

oy & X,

Foual

/
X0 /F,

|

X —9
Por 5.3.11 para cada « existe un homomorfismo de complejos de (’)3%\ -
Médulos

1
Al PFa ol
Qaq)/@ohla - FO*QxO/%Ma

que induce el isomorfismo de Cartier en H!. Ademsés, por el Lema 5.3.15 se
tiene que, para cada par de indices «, 3 tal que .5 := U, Nz # @ existe
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un homomorfismo de Oy |y(,~-Médulos

$ap
Ql//@ T8 e Fo.Oxg s, 5

tal que:

P ltns = Ok, = Fosd © dap (5.3.16.17)
y ta‘l que, para tOdO «, /87 7y con ua,@’y = ua muﬁ ﬂily 7& g

(baﬁ‘uaﬁq + (bﬁfy‘ilam = (bow‘uam (5.3.16.18)

Los datos (5.3.16.17) y (5.3.16.18) permiten definir un morfismo de comple-
jos
Al Lpzua,Fa) 5 Ae
Qx /2 [-1] —— C((tha), Fou 2%, /99,)
de Oy, -Mddulos en grado 1

(99 P ) 51
Ql,/%[ 1] 2222 CH((8a), ForOx,) @D CO((Ua), Fou Ok, /o, )
que localmente viene dado por:
prw(a, B) == dap(wly,,)  paw(a) = ¢ (w]y,)
Definimos ¢! como la composicién de morfismos en D(X})

~ - -1
Dy o [~1] C((84a), Fo- 0%, ) “— Fou %,
donde € es el isomorfismo dado en 5.3.1.5.
El morfismo ¢! no depende de la eleccién de (iUy, Fy,). En efecto, si
(il/) es un refinamiento de (Y,) se comprueba facilmente que gp%u% R =

1
P (e, Fa)

(u Faly,) Entonces si (Ug) es otro recubrimiento de Xy y para todo £,

Gﬁ es un levantamiento de Fy|y, , es un ejercicio sencillo ver que <p%ua Ry =
b «@

(P(ﬂa Fa)U(Tp,Gp) (‘O(Wﬁ Gp)’
Por 1ltimo, veamos que ¢! induce el isomorfismo de Cartier en H'.
Como es una Cuestién local, podemos suponer que existe un Z-morfismo

x5y que levanta a Fy y, entonces ¢! estd definido por el morfismo go};
dado en 5.3.11 que inducia en H! el isomorfismo de Cartier. O

COROLARIO 5.3.17. En las hipdtesis del Teorema 5.3.3, el complejo de
Ox; -Mddulos 7= (F()*Qa€ /% ) es descomponible en D(X}).

Paso 3. Para todo 1 <4 < p vamos a encontrar un morfismo en D(X{))
oi
ng/ Do Xo/Do
que induzca el isomorfismo de Cartier a través del funtor H* .
Para ello, dado ¢! el morfismo definido en la Proposicién 5.3.16, para
todo ¢ > 1 consideramos el morfismo en D(X),

[—Z] — FO*Q

o1 &i (@1)%’i1:¢1%"'%¢1 a1 i
(€ ’/@0) (Fo:$2 )
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Por la Proposicién 2.3.5 se tiene que ?2%% /9, (’)%—Médulo localmente libre

-~

L. ~ .
de rango finito y, por lo tanto, resulta que (Q%Ea/% [—1])®" = (Q%%/%)@[—i]

en D(X})). Por otro lado, el Corolario 5.2.13 implica que FO*QB.&)/@O es un
complejo de (’)%—Médulos localmente libres de rango finito, de donde se

~ ~

sigue que (F0.04, )% = (Fo.03, ) en D(X))

Xo/Do
Sea 1 <14 < p. El morfismo de antisimetrizacién
~ . A o~ Qi
QZ%/% [—i] - (Q%/%) "[=]

wi Awg A Awp 53 s 88(0)We(1) © We(a) @ -+ @ Wo(s)

es una seccion de la aplicacion producto

~ ; . prod. s .
(Qé%/go)@[—z] ’ Qé%/mo[—z]
w] Qwy X -+ R w; ~ w1 Awa N\ - ANw;

y, entonces definimos ¢* como la composicién de morfismos en D(X{)):

i ~

Dy g, [—1] = Fo 023, o,
A prod.
(O /o) [=1] (For 023, jm,)™"
I I
O P11 2 (5D )

De la Proposicién 5.3.16 y del Teorema 5.2.18 se concluye que Hipt =+,
donde ~* es el isomorfismo de Cartier en grado i, para todo 0 <i < py con
esto se termina la prueba del Teorema 5.3.3.
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